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Передмова

Сучасна математична освiта випускника вищого навчально-
го закладу потребує не лише знань курсу дисциплiни «Вища
математика», а й навикiв розв’язування ряду прикладних та
професiйно-орiєнтованих задач iз використанням обчислюваль-
ної технiки.

Навчальний посiбник «Maple в математицi» призначений для
студентiв вищих навчальних закладiв, старшокласникiв i осо-
бливо для тих, хто самостiйно, без постiйної допомоги виклада-
ча, вивчає рiзнi пакети символьних обчислень у аспектi засто-
сування їх до вивчення математики i дисциплiн фiзико-мате-
матичного та природничо-наукового профiлiв.

При написаннi посiбника автор переслiдував наступнi цiлi.
1. За допомогою цьго навчального посiбника допомогти сту-

денту (iнколи i без допомоги викладача) зрозумiти суть пакета
символьних обчислень Maple.

2. Змiст посiбника узгодити з нинi дiючою програмою дисци-
плiни «Вища математика».

3. Показати переваги Maple при розв’язуваннi прикладних та
професiйно-орiєнтованих задач порiвняно з традицiйними засо-
бами.

4. Дати студентам можливiсть вiдчути комфорт при роботi
з Maple, отримати естетичне задоволення вiд формул, графiкiв
та рисункiв.

5. За допомогою Maple пiдвищити зацiкавленiсть студентiв
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vi Передмова

до вивчення математики i дисциплiн фiзико-математичного та
природничо-наукового профiлiв.

Навчальний посiбник мiстить достатню кiлькiсть вправ на
обчислення та спрощення виразiв як у полi дiйсних, так i ком-
плексних чисел, розв’язування рiвнянь, нерiвностей та їх систем,
побудову графiкiв, задач на застосування похiдної та iнтеграла,
матриць i векторiв, аналiтичної геометрiї та iнших роздiлiв ви-
щої математики.

Для iлюстрацiї можливостей Maple використанi задачi з вi-
домих збiрникiв: «Збiрник задач з математики для вступникiв
до втузiв» за редакцiєю М. I. Сканавi, «Збiрник задач i вправ з
математичного аналiзу» Б. П. Демидовича та iншi.

Навчальний посiбник складається з передмови, вступу, п’ят-
надцяти роздiлiв, мiстить список використаної та рекомендова-
ної лiтератури.

Автор усвiдомлює, що в навчальному посiбнику наведенi ли-
ше основнi вiдомостi про можливостi ПСО Maple i висловлює
сподiвання, що йому вдалося зацiкавити читача представленим
пакетом символьних обчислень i викликати бажання до його ви-
вчення i практичного використання.

Навчальний посiбник може успiшно використовуватися ви-
кладачами вищих навчальних закладiв I–IV рiвнiв акредитацiї,
студентами, вчителями та учнями загальноосвiтнiх шкiл.

Автор висловлює глибоку вдячнiсть професору, завiдувачу
кафедри вищої математики та фiзики Бiлоцеркiвського нацiо-
нального аграрного унiверситету, доктору фiзико-математичних
наук Непочатенку Вiктору Андрiйовичу, декану фiзико-мате-
матичного факультету НПУ iменi М.П. Драгоманова, доктору
фiзико-математичних наук Працьовитому Миколi Вiкторовичу,
викладачу Таращанського ДТЕПК Вергелесу Вiталiю Микола-
йовичу та кандидату педагогiчних наук Дрозденку Олександру
Левковичу за цiннi вказiвки, зауваження i поради, що сприяли
покращенню змiсту i якостi навчального посiбника.



Вступ

Однiєю з характерних рис двадцять першого столiття є впро-
вадження в повсякденне життя високоефективних комп’ютер-
них технологiй. Сьогоднi неможливо уявити собi висококвалiфi-
кованого вченого, конструктора, iнженера, який не використо-
вує Internet для одержання найсвiжiшої iнформацiї. Комп’ютер,
пакети символьних програм наполегливо i безповоротно входять
у життя не тiльки науково-дослiдних установ, унiверситетiв, а й
у професiйнi коледжi, школи та родини.

Зараз декiлька компанiй пропонують потужнi i розвинутi па-
кети комп’ютерних обчислень: Axyom, Derive, Gran (1, 2d, 3d),
Macsyma, Maple, Mathematica, Matcad, Matlab, R, Reduce, SAS,
S–plus, SPSS, Statistica та iншi.

Чiльне мiсце серед них посiдає Maple, який є одним iз лiде-
рiв унiверсальних систем i забезпечує користувачу зручне iнте-
лектуальне середовище для математичних дослiджень.

Програма розроблена спiльно науково-дослiдною групою вiд-
дiлу обчислювальної технiки унiверситетiв Waterloo (штат Он-
тарiо, Канада, заснованованою в груднi 1980 року Кейтом Гед-
дом i Гастоном Гоне) та Вищої технiчної школи (ЕТН, Цюрiх,
Швейцарiя).

На сьогоднi Maple є потужною обчислювальною системою,
призначеною для виконання складних проектiв.

За допомогою Maple успiшно виконуються складнi алгебраї-
чнi перетворення i спрощення над полем як дiйсних, так i ком-
плексних чисел, знаходяться границi, скiнченнi й нескiнченнi су-
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ми, добутки, iнтеграли, розв’язуються в символьному виглядi
та чисельно алгебраїчнi системи рiвнянь i нерiвностей, знаходя-
ться коренi многочленiв, розв’язуються звичайнi диференцiаль-
нi рiвняння та їх системи i т. п. У Maple включенi пакети для
розв’язування задач комбiнаторики, двомiрної i тривимiрної ев-
клiдової геометрiї, теорiї груп, лiнiйної алгебри, булевої логiки,
теорiї графiв, теорiї розмiщень, теорiї чисел, проективної геоме-
трiї, лiнiйної оптимiзацiї, статистики та iншi.

Пакет включає розвинуту графiчну бiблiотеку i мову про-
грамування.

Maple може розв’язувати велику кiлькiсть математичних за-
дач, шляхом введення команд, без будь-якого попереднього про-
грамування. Maple оперує не тiльки наближеними числами, а й
точними цiлими та рацiональними числами. Це дозволяє отри-
мати вiдповiдь iз високою точнiстю.

Навчальний посiбник є спробою автора показати застосува-
ння Maple при вивченнi вищої математики студентами ВНЗiв.
Теми роздiлiв посiбника вiдповiдають програмi курсу вищої ма-
тематики аграрних унiверситетiв.

Навчальний посiбник складається з передмови, вступу, п’ят-
надцяти роздiлiв, мiстить покажчик та бiблiографiю.

Перший роздiл вiдведено опису iнтерфейсу та довiдкової си-
стеми ПСО Maple.

У другому роздiлi наведено списки операцiй, математичних
констант, стандартних математичних функцiй, продемонстрова-
но можливiсть змiни точностi представлення чисел, показано
виконання чисельних обчислень.

У третьому роздiлi розглядаються команди спрощення ма-
тематичних виразiв, представлено їх перелiк та показано засто-
сування при розв’язуваннi вправ.

У четвертому роздiлi викладенi команди розв’язання алге-
браїчних i трансцендентних рiвнянь та нерiвностей на множинi
дiйсних чисел.

П’ятий роздiл вiдведено розв’язуванню лiнiйних i нелiнiйних
систем рiвнянь та нерiвностей.
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У шостому роздiлi розлядаються можливостi пакета Maple
до виконання графiчних побудов на площинi.

Сьомий роздiл вiдведено комплексним числам: проiлюстро-
вано задання комплексних чисел у Maple, виконання дiй над чи-
словими виразами в полi комплексних чисел, показано видiлен-
ня дiйсної i уявної частини комплексного числа та знаходження
спряжених виразiв.

У восьмому роздiлi розглянуто деякi команди лiнiйної алге-
бри, наведено списки дiй над матрицями та векторами, показано
застосування цих команд при розв’язаннi конкретних задач.

Дев’ятий роздiл вiдведено обчисленню границь, сумуванню
та рядам.

У десятому роздiлi викладено диференцiювання функцiй з
однiєю та двома змiнними в середовищi Maple, розглянуто типовi
прикладнi задачi на застосування похiдної.

Одинадцятий роздiл присвячено побудовi графiв 3D.
У дванадцятому роздiлi представленi можливостi Maple для

знаходження невизначених iнтегралiв, обчислення визначених
та кратних iнтегралiв, наведена достатня кiлькiсть прикладiв i
задач, що iлюструють застосування визначених iнтегралiв.

У тринадцятому роздiлi проiлюстровано використання па-
кета Maple до розв’язання диференцiальних рiвнянь та систем
рiвнянь.

Чотирнадцятий роздiл вiдведений аналiтичнiй геометрiї. В
ньому розглядається пакет двовимiрної евклiдової геометрiї geo-
metry та пакет тривимiрної евклiдової геометрiї geom3d. За допо-
могою задач проiлюстровано здатнiсть Maple розв’язувати пра-
ктично будь-яку задачу аналiтичної геометрiї.

Деякi можливостi застосування Maple до розв’язання задач
комбiнаторики, теорiї ймовiрностей та математичної статистики
проiлюстровано в п’ятнадцятому роздiлi посiбника.

Навчальний посiбник написаний таким чином, щоб читач мiг
отримати головнi вiдомостi про Maple, навчитися застосовувати
їх до розв’язування задач елементарної та вищої математики, не
вiдволiкаючись на детальне вивчення кожної команди. Вивчен-
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ня команд Maple подається поступово, по ходу вивчення матерi-
алу в рiзних роздiлах посiбника.

Автор сподiвається, що навчальний посiбник допоможе сту-
дентам при вивченнi дисциплiни «Вища математика», сформує
навики практичного використання пакета символьних обчислень
Maple при вивченнi iнших дисциплiн.



Українсько-англiйський
словник математичних
термiнiв

Абсциса – abscissa
Аргумент – argument
Арифметичний корiнь –
arithmetic root
Бiквадратне рiвняння –
biquadratic equation
Вершина кута –
vertex of an angle
Визначити – evaluate
Виконати дiї –
execute operations
Вираз – expression
Вiд’ємний – negative
Вiднiмання – subtraction
Вiдношення – ratio
Вiдповiдь – ansver
Biдсоток – percent
Вiсь абсцис – abscissa axis
Вiсь ординат – ordinate axis
Властивiсть – property
Вправа – exercise

Гiпербола – hyperbola
Гострий кут – arris
Градус – degree
Графiк – graph
Двочлен – binomial
Декартовi координати –
cartesian coordinates
Десятковий дрiб – decimal
Дискримiнант – discriminant
Дiлене – dividend
Дiлення – division
Дiльник – divisor
Добуток – product
Довжина – length
Доданок – summand
Додатний – positive
Дрiб – fraction
Дробова частина –
fractional part
Дужки – brackets
Залежна змiнна –

xi



xii Українсько-англiйський словник математичних термiнiв

dependent variable
Замiна – replacement
Зведення – reduction
Звичайний дрiб –
ordinary fraction
Зменшуване – minuend
Змiнна – variable
Знайти – find
Знак – sign
Знаменник – denominator
Зростаюча функцiя –
increasing function
Iнтервал – interval
Iррацiональнiсть –
irrationality
Квадратне рiвняння –
quadratic equation
Квадратний корiнь –
square root
Квадратний тричлен –
quadratic trinomial
Коефiцiєнт – coefficient
Координата – coordinate
Коренi рiвняння –
equation roots
Корiнь – root
Корiнь n-го степеня –
n-th order root
Крайнiй член пропорцiї –
external elements of proportion
Кубiчний корiнь – cubic root
Кут – angle
Метод iнтервалiв –
intervals’ method
Метод пiдстановки –

method of substitution
Многочлен – polynomial
Множник – factor, multiplier
Модуль – modulus
Наближене значення –
approximate value
Наприклад – for example
Наступний – next
Натуральне число –
natural number
Hатуральний степiнь –
natural power
Невiд’ємний – non-negative
Непарний – odd
Неповне квадратне рiвняння –
partial quadratic equation
Неправильний дрiб –
improper fraction
Нерiвнiсть – inequality
Нескiнченний – infinite
Нескiнченнiсть – infinity
Нестрога нерiвнiсть –
non-strict inequality
Обернена пропорцiйнiсть –
inverse proportionality
Об’єднання – union
Область визначення функцiї –
domain of function
Область значень функцiї –
range of function
Одночлен – monomial
Ордината – ordinate
Основа степеня – power base
Парабола – parabola
Парна функцiя – even function



xiii

Перевiрка – checking
Перестановка – permutation
Перетворення – transformation
Периметр – perimeter
Перiод – period
Перiодичний дрiб –
periodic fraction
Пiдносити до другого
(третього) степеня –
raise to the second (third) power
Подiбнi члени – similar terms
Показник кореня –
roots indicator/order
Правило – rule
Приклад – example
Промiжок – interval
Пропорцiя – proportion
Процент – percent
Пряма – straight line
Пряма пропорцiйнiсть –
direct proportionality
Радикал – radical
Радiус – radius
Рацiональне число –
rational number
Рацiональнiсть – rationality
Рiвнiсть – equality
Рiвносильнiсть – equivalence
Рiвняння – equation
Рiзниця – difference
Розбивають – divide
Розв’язок – solution
Розв’язок системи –
solution of system
Розклад – expansion

Розкласти на множники –
factorize
Симетричний – symmetrical
Система – system
Скiнченний – finite
Скоротити дрiб –
reduce fraction
Спадна функцiя –
decreasing function
Спiввiдношення – ratio
Спiльний множник –
a common factor
Спосiб додавання –
way of adding
Спосiб пiдстановки –
way of substitution
Спростити – simplify
Спряжений – conjugate
Степенева функцiя –
power function
Степiнь – power
Степiнь полiнома –
degree of polynomial
Строга нерiвнiсть –
strict inequality
Сума – sum
Таблиця – table
Тотожнi перетворення –
identical transformations
Тотожнiсть – identity
Точка – point
Тригонометрична функцiя –
trigonometric function
Трикутник – triangle
Узагальнений – generalized



Фiгурна дужка – brace
Формула – formula
Функцiя – function
Цифра – digite
Цiла частина – integer part
Цiле число – integer

Чверть – quarter, quadrant
Чисельник – numerator
Числова вiсь – number axis
Числова пряма –
numerical line
Штриховка – shading



1

Iнтерфейс та довiдкова
система ПСО Maple 7

1.1 Iнтерфейс ПСО Maple

Рис. 1.1. Iнтерфейс ПСО Maple

Iнтерфейс Марle, як i всi додатки пiд Windows, має ряд
характерних елементiв, що показанi на рис. 1.1 та перерахованi
нижче:

1) рядок заголовка (зверху);

2) рядок головного меню;

3) головна панель iнструментiв;

1



2 1. Iнтерфейс та довiдкова система ПСО MAPLE 7

4) контекстна панель iнструментiв, вид якої залежить вiд ре-
жиму роботи з Марle (на рис.1.1 закрита);

5) вiкно введення i редагування документiв;

6) рядок стану (в самому низу вiкна).

Найбiльш повнi можливостi управлiння надає головне меню
системи Maple. Воно зазвичай розташоване безпосередньо пiд
рядком заголовка. Меню надає доступ до основних операцiй i па-
раметрiв користувацького iнтерфейсу системи. Нижче наведено
перелiк меню, доступних при наявностi вiдкритого документа:

1. File — робота з файлами i друком документiв;

2. Edit — команди редагування документа i операцiї з буфе-
ром обмiну;

3. View — управлiння видом iнтерфейсу користувача;

4. Insert — операцiї вставки;

5. Format — операцiї задання форматiв;

6. Spreadsheet — операцiї задання таблиць;

7. Options— задання параметрiв;

8. Window— управлiння вiкнами;

9. Help— робота з довiдковою системою.

За допомогою команд меню View можливо модифiкувати iн-
терфейс системи Maple. У цьому меню (воно показане на рис.
1.2 у вiдкритому станi) можна побачити список палiтр, Palettes,
призначених для введення математичних знакiв. Встановивши
прапорцi вiдповiдних палiтр, можна вивести їх на екран i пе-
ремiстити в будь-яке мiсце. Всi чотири палiтри математичних
символiв представленi на рис. 1.2.

Призначення знакiв на палiтрах:
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Рис. 1.2. Палiтри пакета Maple

• SYMBOL — введення окремих символiв (грецьких лiтер i
деяких математичних знакiв);

• EXPRESSION— введення шаблонiв математичних опера-
торiв i операцiй;

• MATRIX — введення шаблонiв матриць рiзних розмiрiв;

• VECTOR — введення шаблонiв векторiв рiзних розмiрiв i
типiв (вектори-стовпчики чи вектори-рядки).

Ще однi важливi i кориснi елементи iнтерфейсу — спливаючi
пiдказки. Вони з’являються, якщо навести курсор мишi на той
чи iнший елемент iнтерфейсу. На рис. 1.2 показана одна зi спли-
ваючих пiдказок. Пiдказки мають вигляд хмарки, що випливає
iз зазначеного елемента iнтерфейсу. Особливо зручнi пiдказки
для пояснень призначення кнопок палiтр i панелей iнструмен-
тiв.

На рис.1.3 показано призначення кнопок панелi iнструмен-
тiв (Tool Ваr). Цi кнопки дублюють найбiльш важливi операцiї
головного меню i мають наочнi i типовi для Windows-додаткiв
позначення. Призначення кнопок та iнших деталей iнтерфейсу
проiлюстровано на рис. 1.3.
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Рис. 1.3. Панель iнструментiв пакета Maple

При необхiдностi панелi iнструментiв можна забрати за
допомогою команд меню View (див. рис. 1.2).

Корисним засобом для полегшення роботи iз форматування
текстiв, заданням параметрiв вхiдних математичних виразiв i
графiкiв є контекстна панель iнструментiв. Як випливає з на-
зви, контекстна панель Context Ваr є контекстно-залежною — її
змiст залежить вiд поточного положення маркера введення або
видiлення.

Контекстна панель мiстить такi елементи при введеннi текс-
ту коментаря (рис. 1.4):

• списки для задання стилю, шрифту i розмiру символiв,
кнопки для додання напiвжирного (Bold), похилого (Italic)
i пiдкресленого (Underline) написання;

• кнопки для вирiвнювання тексту;

• кнопку команди виконання всього документа.
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Рис. 1.4. Контекстна панель пакета Maple для тексту-коментаря

1.2 Довiдкова система

Introduction

Команда Introduction у меню довiдки запускає довiдкову
систему на сторiнцi вступу (рис. 1.5).

У вcтупi визначено призначення Maple як системи комп’ю-
терної алгебри та дається посилання на сайт фiрми — розробни-
ка системи (www.maplesoft.com). Клацання на гiперпосиланнi пе-
реводить на початкову сторiнку web-cepвepa фiрми. На сторiнцi
вступу є також гiперпосилання на навчальний курс (New User’s
Tour), на сторiнки з оглядом нових можливостей Maple i довiдки
по рiзних елементах iнтерфейсу.

Для визначення шляху подання потрiбної довiдки слугують
5 вiкон-спискiв. На рис. 1.5 використовується тiльки одне вiкно,
а iншi 4 поки порожнi. Вибираючи послiдовно по елементу з
кожного списку, можна знайти вiдповiдну необхiдну довiдкову
iнформацiю.

Навчальний курс New User’s Tour

Команда New User’s Tour вiдкриває вiкно курсу, показане на
рис. 1.6, iз навчання основам користування Maple.
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Рис. 1.5. Вiкно довiдкової системи зi вступом до пакета Maple

Нижче перерахованi дванадцять роздiлiв курсу New User’s
Tour. Найменування роздiлiв є гiперпосиланнями. Для вивчення
теми достатньо натиснути на її назвi i вiдкриється вiдповiдний
роздiл.

1). Working Through the New User’s Tour —
опрацювання туру нового користувача.

2). The Worksheet Environment — створення документiв.
3). Numerical Calculations — числовi розрахунки.
4). Algebraic Computations — алгебраїчнi перетворення.
5). Graphics — графiки.
6). Calculus — обчислення.
7). Differential Equations — диференцiальнi рiвняння.
8). Linear Algebra — лiнiйна алгебра.
9). Finance and Statistics — фiнанси i статистика.
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Рис. 1.6. Вiкно з перерахуванням роздiлiв навчального курсу
пакета Maple

10). Programming — програмування.
11). Online Help — допомога через Iнтернет.
12). Summary — висновок.

1.3 Контекстнi панелi iнструментiв для
дво– i тривимiрних графiкiв

Двовимiрнi графiки будуються iз заданням ряду параметрiв,
що визначають загальний стиль графiка. Цi параметри задають
колiр i стиль лiнiй графiка, вид координатних осей i т.д. Усi па-
раметри мають значення за замовчуванням — вони i визначають
вид графiка, при формуваннi якого параметри не вказанi.

Поряд iз цим ряд параметрiв можна змiнювати, клацаючи
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Рис. 1.7. Контекстна панель iнструментiв для двовимiрного гра-
фiка

на вiдповiдних кнопках контекстної панелi. На рис. 1.7 показано
призначення кнопок контекстної панелi iнструментiв для реда-
гування параметрiв двовимiрних графiкiв. Така панель з’явля-
ється, якщо двовимiрний графiк видiлений або на ньому знахо-
диться маркер вводу.

Дiя бiльшостi кнопок цiєї форми контекстної панелi досить
очевидна. Так, графiк на рис. 1.7 побудований суцiльною лiнiєю
при натисканнi кнопки, що задає стиль Point style. Крiм того, у
функцiї plot побудови графiка явно використана опцiя color =
black, яка задає чорний колiр лiнiї графiка.

Свiй вид контекстної панелi мають i тривимiрнi графiки.
Призначення її елементiв представлено на рис. 1.8.

За допомогою контекстної панелi тривимiрних графiкiв мо-
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Рис. 1.8. Контекстна панель iнструментiв для тривимiрного гра-
фiка

жна задати 7 стилiв побудови тривимiрних графiкiв i 4 стилi
виведення координатних осей.

Можливi наступнi стилi тривимiрних графiкiв (група з се-
ми кнопок у серединi панелi): функцiональне забарвлення з ви-
димими лiнiями каркаса, функцiональне забарвлення без лiнiй
каркаса, функцiональне забарвлення з контурними лiнiями, ко-
льоровий каркас iз видимими лiнiями, кольоровi контурнi лiнiї,
кольоровий каркас з усiма (в тому числi невидимими) лiнiями i
поверхня, побудована точками.

Два розташованих злiва лiчильники дозволяють задавати
потрiбний кут огляду, причому Maple вiдразу ж вiдображає за-
даний поворот побудованої фiгури. Її також можна обертати ми-
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шкою, помiстивши покажчик в область графiка i тримаючи на-
тиснутою лiву кнопку. При цьому лiчильники будуть вiдобра-
жати, змiнюючи при перемiщеннi мишi, кути огляду. Це дуже
зручний засiб для спостереження за деталями тривимiрних по-
верхонь i фiгур, що будує функцiя plot3d.

1.4 Доступ до довiдок i прикладiв

У меню Неlр системи Марlе зосередженi засоби доступу до
довiдки по всiх функцiях системи. Довiдки для будь-якої фун-
кцiї можна отримати, просто встановивши на її iменi маркер
введення i натиснувши клавiшу F1. На рис. 1.9 показано вiкно з
початком довiдки теми «Iнтеграл».

Рис. 1.9. Приклад довiдки з теми «Iнтеграл»
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Як видно iз рис. 1.9, вiкно довiдки мiстить п’ятиступiнча-
стий контекстний покажчик, що дозволяє послiдовно вiдшуку-
вати потрiбний роздiл довiдки. Коли довiдка запрошується по
конкретнiй темi (функцiї), то вiдразу з’являється вiдповiдний їй
роздiл, точнiше початок цього роздiлу.

Приклади з довiдкової системи можна модифiкувати. Для
цього їх потрiбно скопiювати в буфер i перенести у вiкно доку-
мента Maple. Також у Maple є спецiальний роздiл довiдки, що дає
доступ до прикладiв i без їх копiювання. Для здiйснення такого
доступу у вiкнi довiдки досить вибрати тему ExampleWorksheets у
першому ж роздiлi контекстного покажчика. Вiдкриється вiкно
(тепер уже документа) з iндексним каталогом прикладiв (рис.
1.10).

Рис. 1.10. Приклад довiдки з теми «Алгебра»
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Каталог прикладiв дає доступ до величезного числа прикла-
дiв застосування Марle. Перегляд одного з них (алгебра) пока-
заний на рис. 1.10 справа. Малюнок 1.10 iлюструє також технiку
роботи з двома вiкнами документiв.

Основнi команди по роботi з довiдковою системою Maple зо-
середженi в меню Help, показаному на рис. 1.11. Воно мiстить

Рис. 1.11. Меню Help

команди, об’єднанi в кiлька груп.
У першу групу входять наступнi команди:

1.1. Introduction — показ початкового роздiлу довiдки
(вступ);

1.2. Help on Context — висновок оперативної довiдки по
контексту;

1.3. New User’s Tours — запуск навчальної системи;

1.4. What’s New — опис нових можливостей системи;

1.5. Glossary — висновок покажчика термiнiв.

Другий роздiл мiстить наступнi команди:

2.1. Topic Search — предметний пошук за заданим зразком;
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2.2. Full Text Search — предметний пошук з повним огля-
дом тексту довiдки;

2.3. History — висновок iсторiї пошуку.

Третiй роздiл мiстить двi команди для роботи з базою даних:

3.1. Save to Database — запис даних у базу даних;

3.2. Remove Topic — вiдновлення бази даних предметного по-
шуку шляхом видалення додаткових даних.

Три останнi роздiли представленi командами:

4. Balloon Help — включення спливаючих пiдказок;

5. Register Maple — реєстрацiя Maple;

6. About Maple — вивiд вiкна з iнформацiєю про Maple.

1.4.1 Предметний пошук

Команда Topic Search (предметний пошук) — одна з найбiльш
потужних функцiй довiдки. Вона виводить вiкно пошуку (рис.
1.12), що мiстить у верхнiй частинi поле для введення зразка.
Зразком може бути слово (наприклад, iм’я функцiї) або навiть
частинa слова. У вiкнi пiд цим полем з’являється список всiх
об’єктiв Maple, в iндекс яких входить заданий зразок (рис. 1.12).

Тепер залишається iз заданого списку слiв вибрати потрiбне,
що призведе до появи вiкна довiдки з iнформацiєю по цьому
слову. Iнодi iндекс по цьому слову матиме кiлька посилань на
сторiнцi, що з’явилася, доведеться здiйснити уточнення, довiдку
якого об’єкта отримати.

Вiкно предметного пошуку в правiй частинi має чотири кно-
пки з наступним призначенням:

1. Search — пошук за зразком;
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Рис. 1.12. Вiкно предметного пошуку

2. Apply — висновок вiкна обраного роздiлу довiдки при збе-
реженнi вiкна пошуку;

3. ОК — закiнчення пошуку (виводиться вiкно з обраним роз-
дiлом i зникає вiкно пошуку);

4. Cancel — закриття вiкна пошуку.

Крiм того, внизу вiкна пошуку є двi кнопки для задання двох
параметрiв:

– Same Window — вивiд у те ж вiкно (якщо вiкно не вiдкрите
на повний екран);
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– Auto-Search — автоматичний пошук за зразком у мiру вве-
дення останнього.

1.4.2 Математичнi бiблiотеки Maple

Бiблiотекою (пакетом) зазвичай називають колекцiю проце-
дур, призначених для розв’язання певного класу задач. Можли-
востi пакетiв аналiтичних (символьних) обчислень оцiнюють за
їх вмiнням розв’язувати найрiзноманiтнiшi математичнi задачi.
Крiм команд стандартної бiблiотеки Марlе оснащений великою
кiлькiстю команд, органiзованих у пакети, спецiалiзованих по
темах. У поставцi Марlе iснує понад сорок пакетiв, у тому чи-
слi пакет для розв’язання задач лiнiйної алгебри, пакет з теорiї
графiв та iн. Цей стандартний набiр можна розширювати па-
кетами, розробленими самим користувачем. Для звернення до
команд пакета з iм’ям package його потрiбно завантажити за до-
помогою команди with (package).

Наведемо перелiк основних бiблiотек, що можуть використо-
вуватися студентами:

1) combinat — комбiнаторика;

2) combstruct — комбiнаторнi структури;

3) DEtools — дослiдження звичайних диференцiальних рiв-
нянь;

4) finance — фiнансова математика;

5) geom3d — команди тривимiрної евклiдової геометрiї;

6) geometry — команди двовимiрної евклiдової геометрiї;

7) group — групи перестановок;

8) linalg — лiнiйна алгебра;

9) LinearAlgebra — пакет для розв’язання задач лiнiйної алге-
бри, заснований на нових структурах даних Maple (rtable i
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module) та використовує алгоритми NAG (Number Algori-
thm Group);

10) networks — операцiї теорiї графiв;

11) PDEtools — дослiдження рiвнянь в частинних похiдних;

12) plots — двовимiрна i тривимiрна графiка;

13) plottools — робота з графiчними об’єктами;

14) polytools — операцiї з полiномами;

15) powseries — робота з формальними степеневими розклада-
ми;

16) simplex — лiнiйна оптимiзацiя;

17) slode — розв’язання лiнiйних звичайних диференцiальних
рiвнянь у виглядi формальних рядiв;

18) Spread — команди для роботи з електронними таблицями
Maple;

19) stats — математична статистика;

120 student — пакет навчальних обчислень;

21) sumtools — операцiї зi скiнченними i нескiнченними сума-
ми.



2

Числовi обчислення

2.1 Введення виразiв

Розглянемо введення виразiв у Maple, можливiсть змiни то-
чностi представлення чисел, наведемо списки операцiй, матема-
тичних констант та функцiй, покажемо вправнiсть Maple при
обчисленнi числових виразiв.

Будь-якi введенi вирази в Maple повиннi закiнчуватися сим-
волом : або ;. У першому випадку результат не буде виводитися
на екран, у другому — буде.

Наприклад.1

> x:=0.3*(2/7):

> x:=0.3*(2/7);

x := .08571428571

Для того, щоб округлити вираз, одержаний в символьному
виглядi з плаваючою комою, слiд використати команду evalf.

Наприклад.
> f:=16/3;

f :=
16

3

1У Maple в десятковому дробi цiла частина вiддiляється вiд дробової
крапкою, не комою!

17



18 2. Числовi обчислення

> evalf(f);

5.333333333

Змiнювати точнiсть представлення чисел можна за допомо-
гою глобальної змiнної Digits.

Наприклад.
Роздрукуємо число π з точнiстю до 50 знакiв:
> Digits:=50;

Digits := 50

> evalf(Pi);

3.1415926535897932384626433832795028841971693993751

2.2 Список операцiй. Математичнi констан-
ти. Стандартнi математичнi функцiї

Список операцiй Maple наведено в табл. 2.1.
У таблицi 2.2 виписанi основнi математичнi константи ПСО

Maple.
Таблиця 2.3 мiстить назви стандартних математичних фун-

кцiй Maple.
Проiлюструємо виконання найпростiших операцiй за допо-

могою Maple.

Приклад 2.1. Знайти суму чисел 2,5 i 4,9.
> 2.5+4.9;

7.4

Приклад 2.2. Знайти рiзницю чисел 3,625 i 8,9987.
> 3.675-8.9887;

−5.3137

Приклад 2.3. Знайти добуток чисел 5,7866 i -4,8776.
> 5.7866*(-4.8776);

−28.22472016
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Табл. 2.1. Список операцiй

> a+b додавання
> a-b вiднiмання
> a*b множення
> a/b частка
> aˆb пiднесення до степеня
> a**b пiднесення до степеня
> n! факторiал
> iquo(a,b) частка
> irem(a,b) остача
> isqrt(n) квадратний корiнь (цiлочи-

сельне наближення)
> igcd(a,b) найбiльший спiльний дiль-

ник
> ilcm (a,b) наменшие спiльне кратне
>signum(n) знак числа
> abs(n) абсолютне значення числа
> max(a,b) максимум
> min (a,b) мiнiмум

Приклад 2.4. Знайти частку чисел -35 i 7.
> -35/7;

−5

Приклад 2.5. Пiднести 3,56 до кубу.
> 3.56^3;

45.118016

Приклад 2.6. Пiднести 3,56 до кубу.
> 3.56**3;

45.118016

Приклад 2.7. Обчислити 5!.
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> 5!;

120

Приклад 2.8. Вибрати менше з чисел 33 та 5.
> min(33,5);

5

Табл. 2.2. Mатематичнi константи

> Pi число π

> e число Ейлера, або число Не-
пера (основа натурального
логарифма)

> I уявна одиниця (квадратний
корiнь з −1)

> infinity нескiнченнiсть
> true iстинно
> false хибно

Приклад 2.9. Знайти цiлу частину частки вiд дiлення 45 на 4.
> iquo(45,4);

11

Приклад 2.10. Знайти остачу вiд дiлення 40 на 7.
> irem(40,7);

5

Приклад 2.11. Знайти цiлочисельне наближення кореня ква-
дратного з 50.

> isqrt(50);

7

Приклад 2.12. Знайти найбiльший спiльний дiльник чисел 18
i 12.
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> igcd(18,12);

6

Приклад 2.13. Знайти найменше спiльне кратне чисел 24 i 56.
> ilcm(24,56);

168

Приклад 2.14. Визначити знак числа 25.
> signum(25);

1

(тобто, число позитивне).

Табл. 2.3. Стандартнi математичнi функцiї

Maple Математичний запис
> exp(x) ex

> ln(x) або log(x) lnx

> log10(x) lg x

> log[a](x) loga x

> sqrt(x)
√
x

> abs(x) |x|
> signum(x) signum x

> n! n!

> sin(x) sinx

> cos(x) cosx

> tan(x) tg x

> cot(x) ctg x

> sec(x) secx

> csc(x) cosecx

> arcsin(x) arcsinx

> arccos(x) arccosx

> arctan(x) arctg x

> arccot(x) arcctg x

> round(x) округлення до цiлого
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Приклад 2.15. Визначити знак числа −25.
> signum(-25);

−1

(тобто, число негативне)

Приклад 2.16. Знайти модуль −543,67.
> abs(-543.67);

543.67

Приклад 2.17. Знайти модуль 543,67.
> abs(543.67);

543.67

Приклад 2.18. Вибрати бiльше з чисел 45 та 65.
> max(45,65);

65

Приклад 2.19. Задати вираз e3.
> exp(3);

e3

Приклад 2.20. Знайти наближене значення e3.
> exp(3.);

20.08553692

Приклад 2.21. Обчислити arccos
(
cos
(
2 arcctg

(√
2− 1

)))
.

> arccos(cos(2*arccot(sqrt(2)-1)));

3

4
π

Команда convert

Для перетворення виразу одного типу в iнший тип слугує
команда convert.

Приклад 2.22. Перетворити число 2,356 у дрiб типу a
b .
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> convert(2.356,fraction);

589

250

Приклад 2.23. Виконати протилежне перетворення.
> convert(589/250,float);

2.356

Приклад 2.24. Перейти вiд запису числа 25, що записане у
десятковiй системi числення, до його запису у двiйковiй системi
числення.

> convert(25,binary);

11001

Приклад 2.25. Проробити аналогiчне з числом −25,345.

> convert(-25.345,binary);

−11001.01011

Приклад 2.26. Перейти вiд двiйкової форми запису числа 11001
до десяткової.

> convert(11001,decimal,binary);

25

Для переведення градусної мiри кута в радiанну i радiанної
в градусну також використовують команду convert.

Приклад 2.27. Подати кут π
6 радiан у градуснiй мiрi.

> convert(Pi/6,degrees);

30 degrees

Приклад 2.28. Подати кут 45◦ у радiаннiй мiрi.
> convert(45*degrees,radians);

1

4
π

Приклад 2.29. Знайти наближене значення sin 37◦.
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> sin(convert(37*degrees,radians));

sin

(
37

180
π

)
> evalf(%);

.6018150234

Приклад 2.30. Обчислити:

(7− 6, 35) : 6, 5 + 9, 9(
1, 2 : 36 + 1, 2 : 0, 25− 1 5

16

)
: 169

24

.

> ((7-6.35)/6.5+9.9)/((1.2/36+1.2/0.25-21/16)/

(169/24));

20.00000000

> convert(20.0000000,fraction);

20

2.3 Завдання для самостiйного виконання

1. Використовуючи глобальну змiнну Digits, роздрукувати чи-
сло e з точнiстю до 30 знакiв.

2. Перетворити число 12,656 у дрiб типу a
b .

3. Перейти вiд запису числа 15, що записане у десятковiй си-
стемi числення, до його запису у двiйковiй системi числе-
ння.

4. Перейти вiд двiйкової форми запису числа 110110 до деся-
ткової.

5. Подати кут π
3 радiан у градуснiй мiрi.

6. Подати кут 135◦ у радiаннiй мiрi.

7. Знайти наближене значення sin 49◦.
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8. Обчислити:

1)
(
3 1
3
+2,5

2,5−1 1
3

· 4,6−2 1
3

4,6+2 1
3

· 5,2
)
:
(

0,05
1
7
−0,125

+ 5,7
)
;

2) cos π
5 + cos 2π

5 + cos 4π
5 + cos 6π

5 ;
3) tg

(
3π
4 − 1

4 arcsin
(
−4

5

))
;

4) − log2 log2
√

4
√
2.
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Операцiї з формулами

3.1 Cпрощення математичних виразiв

Проiлюструємо можливостi Maple при роботi з формулами,
наведемо список команд спрощення математичних виразiв та
покажемо їх застосування при розв’язуваннi вправ.

Для спрощення математичних виразiв Maple володiє широ-
кими можливостями. Iмена команд для проведення математи-
чних перетворень простi i вiдповiдають англiйським термiнам:
факторизацiя — factor, розкриття дужок — expand, спрощення
виразу — simplify, пiдстановка — subs i т. д.

Табл. 3.1. Команди спрощення
Звертання Призначення
> collect(EX,VAR) зведення подiбних доданкiв
> combine(EX,VAR) об’єднання членiв
> expand(EX) розкриття дужок
> factor(EX) розклад виразу на множники
> normal(RAT) нормалiзацiя дробу
> simplify(EX,OPT) спрощення виразу

У командах спрощення використанi наступнi позначення: EX
— вираз; VAR — змiнна; RAT — рацiональний дрiб; OPT — до-

26
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датковi умови.
Розклад виразу EX на множники виконує команда factor(EX).

Приклад 3.1. Розкласти на множники полiном

f (x) = x6 − 4x4 + x2 + 6.

> f:=x^6-4*x^4+x^2+6;

f := x6 − 4x4 + x2 + 6

> factor(f);

(x2 − 2) (x2 − 3) (x2 + 1)

Знову звернемося до команди > factor, вказавши список допу-
стимих при запису вiдповiдi радикалiв.

Приклад 3.2. Розкласти на множники полiном

f (x) = x6 − 4x4 + x2 + 6.

> f=factor(f,[sqrt(2),sqrt(3)]);

x6 − 4x4 + x2 + 6 = (x2 + 1) (x+
√
2) (x−

√
2) (x−

√
3) (x+

√
3)

Команда factor забезпечує також скорочення спiльних мно-
жникiв чисельника i знаменника алгебраїчного дробу.

Приклад 3.3. Скоротити дрiб

x9 − 1

x− 1
.

> f:=(x^9-1)/(x-1);f=factor(f);

f :=
x9 − 1

x− 1

x9 − 1

x− 1
= (x2 + x+ 1) (x6 + x3 + 1)

Приклад 3.4. Спростити вираз

p3 + 4p2 + 10p+ 12

p2 + 2p+ 6
:
p3 − p2 + 2p+ 16

p3 − 3p2 + 8p
.
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> f:=((p^3+4*p^2+10*p+12)/p^2+2*p+6))/

((p^3-p^2+2*p+16)/(p^3-3*p^2+8*p));

f :=
(p3 + 4 p2 + 10 p+ 12) (p3 − 3 p2 + 8 p)

(p2 + 2 p+ 6) (p3 − p2 + 2 p+ 16)
> f:=factor(f);

f := p

Команда simplify здiйснює спрощення виразу.

Приклад 3.5. Спростити вираз

sin4 x+ cos4 x− 1

sin6 x+ cos6 x− 1
.

> B:=((sin(x))^4+((cos(x))^4-1))/

((sin(x))^6+((cos(x))^6-1);

B :=
sin(x)4 + cos(x)4 − 1

sin(x)6 + cos(x)6 − 1
> simplify(B);

2

3

Приклад 3.6. Спростити вираз

16 sin5 x− 20 sin3 x+ 5 sinx− sin 5x.
> C:=16*(sin(x))^5-20*(sin(x))^3+5*(sin(x))

-sin(5*x);

C := 16 sin(x)5 − 20 sin(x)3 + 5 sin(x)− sin(5x)

> simplify(C);

0

Приклад 3.7. Спростити вираз√
25

1
log6 5 + 49

1
log8 7 .

> sqrt(25^(1/log[6](5))+49^(1/log[8](7)));√
25

(
ln(6)
ln(5)

)
+ 49

(
ln(8)
ln(7)

)
> simplify(%);
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10

Для скорочення спiльних множникiв чисельника i знаменни-
ка дробу та зведення суми алгебраїчних дробiв до спiль-
ного знаменника слугує команда нормалiзацiї дробу:
> normal (RAT).

Приклад 3.8. Спростити вираз

3 (x+ 2)2 (x− 3)2 − 2 (x+ 2)3 (x− 3)

(x− 3)4
.

> f:=(3*(x+2)^2*(x-3)^2-(x+2)^3*2*(x-3))/(x-3)^4;

f :=
3 (x+ 2)2 (x− 3)2 − 2 (x+ 2)3 (x− 3)

(x− 3)4

> normal(f);

(x+ 2)2 (x− 13)

(x− 3)3

Для полiномiальних виразiв EX команда expand(EX) розкри-
ває дужки, а дробово-рацiональнi вирази подає у виглядi суми
дробiв.

Приклад 3.9. Спростити вираз

−3x2
(
x4 + 2x3 − 4

)
+ 4x

(
4x2 + 5x− 8

)
−
(
x2 + 5

)
(x− 3) .

> f:=-3*x^2*(x^4+2*x^3-4)+4*x*(4*x^2+5*x-8)-

(x^2+5)*(x-3);

f := −3x2 (x4 + 2x3 − 4) + 4x (4x2 + 5x− 8)− (x2 + 5) (x− 3)

> f:=expand(f);

f := −3x6 − 6x5 + 35x2 + 15x3 − 37x+ 15

Приклад 3.10. Подати дрiб у виглядi суми дробiв

x+ 2

x+ 1
.

> f:=(x+2)/(x+1);

f :=
x+ 2

x+ 1
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> f:=expand(f);

f :=
x

x+ 1
+

2

x+ 1
Maple автоматично спрощує складнi радикали.

Приклад 3.11. Спростити складний радикал

A = 2

√
3 +

√
5−

√
13 +

√
48.

> A:=2*sqrt(3+sqrt(5-sqrt(13+sqrt(48))));

A :=
√
6 +

√
2

Для спрощення виразiв, що мiстять не тiльки квадратнi ко-
ренi, а й коренi iнших степенiв використовується команда
radnormal.

Приклад 3.12. Спростити вираз

A =
4
√

7 3
√
54 + 15 3

√
128

3
√

4 4
√
32 +

3
√

9 4
√
162

.

> A:=(7*(54)^(1/3)+15*(128)^(1/3))^(1/4)/

((4*(32)^(1/4))^(1/3)+(9*(162)^(1/4))^(1/3));

A :=
(7 54(1/3) + 15 128(1/3))(1/4)

4(1/3) 32(1/12) + 9(1/3) 162(1/12)

> A:=radnormal((7*(54)^(1/3)+15*(128)^(1/3))^(1/4)/

((4*(32)^(1/4))^(1/3)+(9*(162)^(1/4))^(1/3)));

A :=
3

5



3.2. Завдання для самостiйного виконання 31

3.2 Завдання для самостiйного виконання

1. Розкласти на множники вирази:

1) x8 − 16;

2) x2(y − x) + y2(z − x) + (x− y);

3) x(y2 − z2) + y(z2 − x2) + z(x2 − y2).

2. Спростити вирази:

1)
√

x−4
√
x−4+2√

x+4
√
x−4−2

;

2) x2−1+|x+1|
|x|·(x−2) ;

3) 3−4 cos 2α+cos 4α
3+4 cos 2α+cos 4α ;

4) 1−log35 7

(log5 7+log7 5+1) log5
5
7

.

3. Подати дрiб x2

x3−3x+2
у виглядi суми елементарних дробiв.

4. Спростити складний радикал 3
√

7 + 5
√
2− 3

√
5
√
2− 7.
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Розв’язування рiвнянь i
нерiвностей в Maple

4.1 Розв’язування алгебраїчних рiвнянь

Пакет Maple успiшно використовується при розв’язуваннi ал-
гебраїчних рiвнянь та нерiвностей.

Для розв’язування алгебраїчних рiвнянь та нерiвностей ви-
користовується команда solve.

Команда solve є багатоцiльовою i застосовується для аналiти-
чного розв’язання алгебраїчних рiвнянь i їх систем, нерiвностей
i систем нерiвностей, функцiональних рiвнянь, доведення тото-
жностей.

Команда solve має наступний вигляд: solve (EQN,VAR), де
EQN — рiвняння або система рiвнянь, а VAR — змiнна або група
змiнних.

Приклад 4.1. Розв’язати рiвняння

3x+ 7 = 5x− 1.

> x:=solve(3*x+7=5*x-1,x);

x := 4

32
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Приклад 4.2. Розв’язати рiвняння

2y2 + 7y + 3 = 0.

> y:=solve(2*y^2+7*y+3,y);

y :=
−1

2
, −3

Приклад 4.3. Розв’язати рiвняння

x+ 5

x− 2
=

5

x+ 2
+

28

x2 − 4
.

> x:=solve((x+5)/(x-2)=5/(x+2)+28/(x^2-4),x);

x := −4

Приклад 4.4. Розв’язати рiвняння
√
2x+ 1 + 1 = x.

> x:=solve(sqrt(2*x+1)+1=x,x);

x := 4

Приклад 4.5. Розв’язати рiвняння√√
x− 5 + x = 5.

> x=solve(sqrt(sqrt(x-5)+x)=5,x);

x = 21

Приклад 4.6. Розв’язати рiвняння

|3x+ 5| = 1.

> x:=solve(abs(3*x+5)=1,x);

x :=
−4

3
, −2

Приклад 4.7. Розв’язати рiвняння1

a2x+ (a− 1) = (a+ 1)x.

1Maple не розглядає випадок, при яких значеннях параметра a рiвняння
не має розв’язку.
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> solve(a^2*x+(a-1)=(a+1)*x,x);

− a− 1

a2 − a− 1

Приклад 4.8. Iз формули F = GmM
r2

виразити m через F,M,
r,G.

> m:=solve(F=(G*m*M)/r^2,m);

m :=
F r2

GM

Приклад 4.9. Розв’язати рiвняння√
10− x2 +

√
x2 + 3 = 5.

> x:=solve(sqrt(10-x^2)+sqrt(x^2+3)=5,x);

x := 1,
√
6, −

√
6, −1

Приклад 4.10. Розв’язати рiвняння

4x4 − 16x3 + 3x2 + 4x− 1 = 0.

> x:=solve(4*x^4-16*x^3+3*x^2+4*x-1=0,x);

x :=
1

2
,
−1

2
, 2 +

√
3, 2−

√
3

Наведемо зразки розв’язування складнiших нелiнiйних рiв-
нянь.

Приклад 4.11. Розв’язати рiвняння

√
x+

2x+ 1

x+ 2
= 2.

> eqn1:=(sqrt(x)+(2*x+1)/(x+2)=2);

eqn1 :=
√
x+

2x+ 1

x+ 2
= 2

> x1:=solve(eqn1,x);

x1 := 1

Приклад 4.12. Розв’язати рiвняння

|x|3 + |x− 1|3 = 9.
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> eqn2:=(abs(x)^3+abs(x-1)^3=9);

eqn2 := |x|3 + |x− 1|3 = 9

> x2:=solve(eqn2,x);

x2 := 2, −1

Приклад 4.13. Розв’язати рiвняння

x
4
5 − 7x−

2
5 + 6x−1 = 0.

> eqn3:=(x^(4/5)-7*x^(-2/5)+6*x^(-1)=0);

eqn3 := x(4/5) − 7

x(2/5)
+

6

x
= 0

> x3:=solve(eqn3,x);

x3 := 2 2(2/3), 1

Приклад 4.14. Розв’язати рiвняння

lg (x+ 1, 5) = − lg x.

> eqn4:=(log10(x+1.5)=-log10(x));

eqn4 :=
ln(x+ 1.5)

ln(10)
= − ln(x)

ln(10)
> x4:=solve(eqn4,x);

x4 := .5000000000

4.2 Розв’язування тригонометричних
рiвнянь

При розв’язуваннi тригонометричних рiвнянь, Maple за ко-
мандою solve знаходить коренi, якi належать промiжку [−π;π].
Для знаходження всiх розв’язкiв тригонометричного рiвняння
використовується команда >_ EnvAllSolutions := true:.

Приклад 4.15. Розв’язати рiвняння

sin2 x+ 2 sinx+ 1 = 0.
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> eqn5:=sin(x)^2+2*sin(x)+1=0;

eqn5 := sin(x)2 + 2 sin(x) + 1 = 0

> x:=solve(eqn5,x);

x := −1

2
π, −1

2
π

Розв’яжемо це ж рiвняння, використвши команду
>_EnvAllSolutions := true:

> _EnvAllSolutions := true;

_EnvAllSolutions := true

> s:=solve(eqn5,x);

s := −1

2
π + 2π_Z1˜, −1

2
π + 2π_Z2˜

Приклад 4.16. Розв’язати рiвняння

sin8 2x+ cos8 2x =
41

128

> eqn6:=sin(2*x)^8+cos(2*x)^8=41/128;

eqn6 := sin(2x)8 + cos(2x)8 =
41

128

> s:=solve(eqn6,x);
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s :=
1

3
π + π_Z3˜, −1

3
π + π_Z3˜,

1

6
π + π_Z4˜,

−1

6
π + π_Z4˜, − 1

12
π + π_Z5˜,− 5

12
π + π_Z5˜,

1

12
π + π_Z6˜,

5

12
π + π_Z6˜,

1

2
arctan(

√
2− 5 I,

√
2 + 5 I) + π_Z7˜,

1

2
arctan(−

√
2− 5 I,

√
2 + 5 I) + π_Z7˜,

1

2
arctan(

√
2− 5 I, −

√
2 + 5 I) + π_Z7˜,

1

2
arctan(−

√
2− 5 I, −

√
2 + 5 I) + π_Z7˜,

1

2
arctan(

√
2 + 5 I,

√
2− 5 I) + π_Z7˜,

1

2
arctan(−

√
2 + 5 I,

√
2− 5 I) + π_Z7˜,

1

2
arctan(

√
2 + 5 I, −

√
2− 5 I) + π_Z7˜,

1

2
arctan(−

√
2 + 5 I, −

√
2− 5 I) + π_Z7˜

Приклад 4.17. Розв’язати рiвняння

sinx = cosx− 1.
> _EnvAllSolutions := true:
> solve(sin(x)=cos(x)-1, x );

−1

2
π + 2π_Z1˜, 2π_Z2˜

Maple успiшно справляється i з розв’язуванням рiвнянь, що
мiстять оберненi тригонометричнi функцiї.

Приклад 4.18. Розв’язати рiвняння

arccosx+ arccos
x

2
=

π

2
.

> eqn1:= arccos(x)+arccos(x/2)=Pi/2;
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eqn1 := arccos(x) + arccos

(
1

2
x

)
=

1

2
π

> solve(eqn1,x);

x =
2

5

√
5

Приклад 4.19. Розв’язати рiвняння

arccos(2x) + arcsin
√

1− x2 =
4π

3
.

> eqn2:= arccos(2*x)+arcsin(sqrt(1-x^2))=4/3*Pi;

eqn2 := arccos(2x) + arcsin(
√
1− x2) =

4

3
π

> solve(eqn2,{x});

x = −1

2

4.3 Розв’язування нерiвностей

Наведемо приклади розв’язування нерiвностей за допомогою
Maple.

Приклад 4.20. Розв’язати нерiвнiсть

(x− 2) (x− 3)

x (x+ 1)
≥ 0.

> solve((x-2)*(x-3)/(x*(x+1))>=0,x);

x < −1, 0 < x, x ≤ 2, 3 ≤ x

Приклад 4.21. Розв’язати нерiвнiсть

1

x+ 2
<

3

x− 3
.

> solve(1/(x+2)<3/(x-3),x);

−9

2
< x, x < −2, 3 < x
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Приклад 4.22. Розв’язати нерiвнiсть
√
17− 15x− 2x2

x+ 3
> 0.

> solve(sqrt(17-15*x-2*x^2)/(x+3)>0,x);

−3 < x, x < 1

Приклад 4.23. Розв’язати нерiвнiсть

log1,5
2x− 8

x− 2
< 0.

> solve(log[1.5]((2*x-8)/(x-2))<0,x);

4. < x, x < 6.

Приклад 4.24. Розв’язати нерiвнiсть∣∣x3 − 1
∣∣ > 1− x.

> solve(abs(x^3-1)>1-x,x);

1 < x, x < −1, 0 < x, x < 1

4.4 Розв’язування задач

Проiлюструємо застосування Maple при розв’язуваннi задач
на рух, спiльну роботу, концентрацiю, вiдсотки.

Задача 4.1. Моторний човен пройшов 36 км за течiєю i по-
вернувся назад, витративши на весь шлях 5 годин. Швидкiсть
течiї рiчки 3 км/год. Знайти швидкiсть човна у стоячiй водi.

Розв’язання
Нехай швидкiсть човна у стоячiй водi x км

год , тодi швидкiсть
за течiєю — x+ 3 км

год , проти течiї — x− 3 км
год .

Час руху за течiєю 36
x+3 , а проти течiї 36

x−3 .
Вiдповiдно до умови задачi маємо рiвняння

36

x+ 3
+

36

x− 3
= 5.
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Розв’язавши його, знайдемо швидкiсть човна у стоячiй водi.
> solve(36/(x+3)+36/(x-3)=5,x);

−3

5
, 15

x = −3
5 стороннiй корiнь.

Вiдповiдь: 15 км
год .

Задача 4.2. На виготовлення 99 деталей перший робiтник ви-
трачає на 2 години менше, нiж другий робiтник на виготов-
лення 110 таких же деталей. Вiдомо, що перший робiтник за
годину виготовляє на 1 деталь бiльше, нiж другий. Скiльки
деталей за годину виготовляє другий робiтник?

Розв’язання
Позначимо через n — число деталей, якi виготовляє за годи-

ну другий робiтник. Тодi перший робiтник за годину виготовляє
n+ 1 деталь. На виготовлення 99 деталей перший робiтник ви-
трачає на 2 години менше, нiж другий робiтник на виготовлення
110 таких же деталей, звiдси маємо:

99

n+ 1
+ 2 =

110

n
.

> solve(99/(n+1)+2=110/n,n);

10, −11

2
Таким чином, другий робiтник за годину виготовляє 10 де-

талей.
Вiдповiдь: 10 деталей.

Задача 4.3. Цiна холодильника в магазинi щорiчно зменшує-
ться на одне i те ж число вiдсоткiв вiд попередньої цiни. Ви-
значити, на скiльки вiдсоткiв щороку зменшувалася цiна холо-
дильника, якщо виставлений на продаж холодильник за 20 000
гривень через два роки був проданий за 15 842 гривнi.



4.4. Розв’язування задач 41

Розв’язання
Нехай цiна холодильника щорiчно знижувалася на p вiдсо-

ткiв. Тодi за два роки вона знизилася на (1 − 0,01p)2, звiдки
маємо:

20 000(1− 0,01p)2 = 15 842.

> solve(20000*(1-0.01*p)^2=15842,p);

189., 11.

Оскiльки 1− 0,01p > 0, то p = 11%.
Вiдповiдь: p = 11%.

Задача 4.4. Два майстри, працюючи спiльно, можуть пофар-
бувати примiщення на 18 год швидше, нiж перший майстер,
працюючи сам, i на 32 год швидше, нiж другий майстер, пра-
цюючи сам. За скiльки годин може пофарбувати примiщення
кожен майстер, працюючи один?

Розв’язання
Нехай перший майстер виконає всю роботу за x годин, тодi

обидва разом можуть виконати за x− 18 годин, а другий само-
стiйно може виконати за x− 18 + 32 = x+ 14 годин. Приймемо,
як зазвичай, обсяг роботи за 1. Тодi продуктивнiсть першого
майстра дорiвнює 1

x , другого — 1
x+14 , а обох разом — 1

x−18 .
Маємо рiвняння:

1

x
+

1

x+ 14
=

1

x− 18
.

> solve(1/x+1/(x+14)=1/(x-18),x);

42, −6

> x+14;

x+ 14

> subs( x=42, x+14);

56

Вiдповiдь: 42 год, 56 год.
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Задача 4.5. У басейн проведенi 2 труби (одна подає воду, дру-
га — вiдводить), причому, через першу трубу басейн наповнює-
ться на 2 години довше, нiж через другу звiльняється вiд води.
При наповненому на 1/3 частину басейну були вiдкритi обидвi
труби, i басейн виявився порожнiм через 8 годин. За скiльки
годин перша труба наповнює басейн при закритiй другiй тру-
бi?

Розв’язання
Нехай перша труба наповнює порожнiй басейн за x годин,

а друга звiльняє вiд води повний за x − 2 години. Припустимо,
що весь об’єм басейну дорiвнює V лiтрiв. За одну годину перша
наливає V

x лiтрiв, а друга виливає V
x−2 лiтрiв (бiльше, нiж вливає

перша).
За 1 годину з басейну виллється V

x−2 −
V
x лiтрiв. За 8 годин з

басейну виллється 8 ·
(

V
x−2 − V

x

)
лiтрiв, що дорiвнює 1

3 басейну,

або V
3 :

8 ·
(

V

x− 2
− V

x

)
=

V

3
.

> solve(8*(V/(x-2)-V/x)=V/3,x);

8, −6

x = −6 — стороннiй корiнь.
Вiдповiдь: 8 год.

Maple зручно використовувати при розв’язуваннi фiзи-
чних задач.

Задача 4.6. Знайти масу вуглекислого газу CO2 в балонi об’-
ємом 40 л при температурi 2880 K i тиску 4,9МПа.

Розв’язання
Iз рiвняння Менделєєва–Клапейрона

pV =
m

M
RT

визначаємо масу m:
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> eq1:=p*V=m*R*T/M;

eq1 := p V =
mRT

M
> m:=solve(eq1,m);

m :=
p V M

RT
За умовою V = 40 л = 40 · 10−3 м3, T = 288◦ K, p =

= 4, 9МПа = 4, 9 · 106 Па. Молярна маса вуглецю CO2: M =
= 44·10−3 кг

Моль , унiверсальна газова стала R: R = 8, 312 Дж
К.моль .

Виконаємо обчислення:
> m:=eval(m,[p=4.9*10^6,V=40*10^(-3),M=44*10^(-3),

R=8.31,T=288]);

m := 3.603422917

Вiдповiдь: 3, 6 г.

Задача 4.7. Водолазний дзвiн, що мiстить у початковий мо-
мент часу v = 3 молi повiтря об’ємом V1 = 8 л, повiльно
опускають на дно водойми. При цьому вiдбувається iзотер-
мiчне стиснення повiтря до кiнцевого об’єму V2. Робота, ви-
конана водою при стисненнi повiтря, визначається виразом
A = αvT log2

V1
V2

(Дж), де α = 5,75 — стала, а T = 300K —
температура повiтря. Який об’єм V2 (у лiтрах) стане займа-
ти повiтря, якщо при стисненнi газу була виконана робота в
10 350Дж?

Розв’язання
Задача зводиться до розв’язання рiвняння

αvT log2
V1

V2
= 10 350

при заданих значеннях сталої α = 5,75, температури повiтря
T = 300K, кiлькостi повiтря v = 3 молi i об’єму повiтря
V1 = 8 л:

> solve(5.75*3*300*log[2](8/V2)=10350,V2);
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2.

Вiдповiдь: 2 л.

Задача 4.8. Водолазний дзвiн, що знаходиться у водi, мiстить
v = 4 молi повiтря при тиску P1 = 1,2 атмосфери, повiльно
опускається на дно водойми. При цьому вiдбувається iзотер-
мiчне стиснення повiтря. Робота, що здiйснюється водою при
стискуваннi повiтря, визначається виразом A = αvT log2

P2
P1

,
(Дж), де α = 11,5 — стала, v — кiлькiсть молiв повiтря у
дзвонi, T = 300K — температура повiтря, P1 (атм) — по-
чатковий тиск, P2 (атм) — кiнцевий тиск повiтря у дзвонi.
До якого найбiльшого тиску P2 можна стиснути повiтря у
дзвонi, якщо при стискуваннi повiтря здiйснюється робота не
бiльша, нiж 27 600 Джоулiв? Вiдповiдь подайте в атмосферах.

Розв’язання
Задача зводиться до розв’язання нерiвностi

αvT log2
P2

P1
≤ 27 600

при заданих значеннях сталої α = 11,5, кiлькостi повiтря
v = 4 молi, температури повiтря T = 300K i початкового
тиску повiтря P1 = 1,2 атмосфери:

> solve(11.5*4*300*log[2](p2/1.2)<=27600,{p2});

{0. < p2 , p2 < 4.800000000}
> convert(%,fraction);

{0 < p2 , p2 <
24

5
}

Вiдповiдь: 4,8 атмосфери.
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4.5 Завдання для самостiйного виконання

1. Розв’язати рiвняння:

1) 3y − 23 = 7− 8y;

2) 3t2 − 12t+ 4 = 2;

3) x2+x−5
x + 3x

x2+x−5
+ 4 = 0;

4)
√
3x+ 4 +

√
x− 4 = 2

√
x;

5) 7

√
5−x
x+3 + 7

√
x+3
5−x = 2;

6) |x|3 + |x− 1|3 = 9;

7) 2x+10
4 = 9

2x−2 ;

8) xlg x = 1000x2;

9) 2
(
tg t

2 − 1
)
= cos t.

2. Iз формули F = GmM
r2

виразити r через F, M, m, G.

3. Iз формули z = 2a− 4b+ 5c виразити b через z, a, c.

4. Розв’язати нерiвнiсть:

1) 3(5− 3x)− 5x+ 7 < 2x+ 4;

2) (x+1)(x−4)2

x+2 ≤ 0;

3) 1
x2−5x+6

≤ 1
2 ;

4)
√
x−3
x−2 > 0;

5)
√
x+ 61 < x+ 5;

6) x− 3 <
√
x− 2;

7) ( 1
3)

8+x−81

x2+2x+5
< 0;

8) x
2x−1
3−x > 1;

9) log 1
3
log 1

2

x+4
2x−3 < 0;

10) 2 cosx(cosx−
√
8 tg x) < 5.
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Розв’язування систем
рiвнянь та нерiвностей

5.1 Розв’язування систем рiвнянь

За допомогою ПСО Maple можна знаходити розв’язки лiнiй-
них i нелiнiйних систем рiвнянь та нерiвностей. У цьому роздiлi
розглянемо методику розв’язання систем лiнiйних i нелiнiйних
рiвнянь та нерiвностей за допомогою команди solve.

Приклад 5.1. Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь:
2x+ y + z = 7;
x+ 2y + z = 8;
x+ y + 2z = 9.

> eqs1:={2*x+y+z=7, x+2*y+z=8, x+y+2*z=9};

eqs1 := {2x+ y + z = 7, x+ 2 y + z = 8, x+ y + 2 z = 9}

> solve(eqs1,{x,y,z});

{z = 3, y = 2, x = 1}

Приклад 5.2. Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь, що мiстить

46
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параметри: 
a+b
x+y + b+c

y+z − c+a
z+x = 1;

a+b
x+y − b+c

y+z + c+a
z+x = 1;

− a+b
x+y + b+c

y+z + c+a
z+c = 1.

> eqs2:={(a+b)/(x+y)+(b+c)/(y+z)-(c+a)/(z+x)=1,

(a+b)/(x+y)-(b+c)/(y+z)+(c+a)/(z+x)=1,

-(a+b)/(x+y)+(b+c)/(y+z)+(c+a)/(z+x)=1};

eqs2 := { a+ b

x+ y
+

b+ c

y + z
− c+ a

z + x
= 1,

a+ b

x+ y
− b+ c

y + z
+

c+ a

z + x
= 1,

− a+ b

x+ y
+

b+ c

y + z
+

c+ a

z + x
= 1}

> solve(eqs2,{x,y,z});

{z = c, y = b, x = a}

Приклад 5.3. Розв’язати систему нелiнiйних рiвнянь:{
y2 − xy = −12;
x2 − xy = 28.

> eqs3:={y^2-x*y=-12,x^2-x*y=28};

eqs3 := {x2 − x y = 28, y2 − x y = −12}
> solve(eqs3,{x,y});

{y = 3, x = 7}, {x = −7, y = −3}

Приклад 5.4. Розв’язати систему нелiнiйних рiвнянь:
x+ y + z = 6;

x2 + y2 + z2 = 14;
x3 + y3 + z3 = 36.

> eqs4:={x+y+z=6,x^2+y^2+z^2=14,x^3+y^3+z^3=36};

eqs4 := {x+ y + z = 6, x3 + y3 + z3 = 36, x2 + y2 + z2 = 14}
> solve(eqs4,{x,y,z});

{x = 3, z = 2, y = 1}, {x = 2, z = 3, y = 1}, {x = 3, y = 2, z = 1},
{x = 1, z = 3, y = 2}, {x = 2, z = 1, y = 3}, {x = 1, z = 2, y = 3}
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Приклад 5.5. Розв’язати систему рiвнянь:{
x+ y = π

4 ;
tg x tg y = 1

6 .
> _EnvAllSolutions := true;

_EnvAllSolutions := true

> eqs5:={x+y=Pi/4,tan(x)*tan(y)=1/6};

eqs5 := {x+ y =
1

4
π, tan(x) tan(y) =

1

6
}

> solve(eqs5,{x,y});

{x = −arctan

(
1

3

)
− π_Z1˜ +

1

4
π, y = arctan

(
1

3

)
+ π_Z1˜},

{x = −arctan

(
1

2

)
− π_Z1˜ +

1

4
π, y = arctan

(
1

2

)
+ π_Z1˜}

Приклад 5.6. Розв’язати систему рiвнянь:{
log4 x− log2 y = 0;
x2 − 2y2 − 8 = 0.

> eqs6:={log[4](x)-log[2](y)=0,x^2-2*y^2-8=0};

eqs6 := {x2 − 2 y2 − 8 = 0,
ln(x)

ln(4)
− ln(y)

ln(2)
= 0}

> solve(eqs6,{x,y});

x = e


RootOf

2 (e_Z )2−

e

(
_Z (ln(4)+2 I π _Z2˜)

ln(2)+2 I π _Z3˜

)
2

+8

 (ln(4)+2 I π _Z2˜)

ln(2)+2 I π _Z3˜


,

y = e
RootOf

2 (e_Z )2−
(
e

(
_Z (ln(4)+2 I π _Z2˜)

ln(2)+2 I π _Z3˜

))2

+8


Maple видав результат у символьному виглядi. Викори-

сташи команду > fsolve, одержимо остаточний результат:
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> fsolve(eqs6,{x,y});

{x = 4.000000000, y = 2.000000000}
> convert(%,fraction);

{x = 4, y = 2}

Приклад 5.7. Розв’язати систему рiвнянь:{
2x · 3y = 6;
3x · 4y = 12.

> eqs7:={2^x*3^y=6, 3^x*4^y=12};

eqs7 := {3x 4y = 12, 2x 3y = 6}
> solve(eqs7,{x,y});

{y = −−ln(2) ln(12) + ln(3) ln(6)

ln(2) ln(4)− ln(3)2
, x =

ln(6) ln(4)− ln(3) ln(12)

ln(2) ln(4)− ln(3)2
}

> fsolve(eqs7,{x,y});

{x = 1.000000000, y = 1.000000000}
> convert(%,fraction);

{x = 1, y = 1}

Приклад 5.8. Розв’язати систему рiвнянь:{
|x− y|+ |x+ y| = 4;
|x− y| − |x+ y| = 2.

> eqs8:={abs(x-y)+abs(x+y)=4,abs(x-y)-abs(x+y)=2};

eqs8 := {|−x+ y|+ |x+ y| = 4, |−x+ y| − |x+ y| = 2}
> solve(eqs8,{x,y});

{x=-1, y=2}, {y=1, x=-2}, {x=2, y=-1}, {x=1, y=-2}

Приклад 5.9. Розв’язати систему рiвнянь:{
|x|+

√
3 |y| = 2;

x2 + y2 = 1.

> eqs9:={abs(x)+sqrt(3)*abs(y)=2,x^2+y^2=1};

eqs9 := {|x|+
√
3 |y| = 2, x2 + y2 = 1}
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> solve(eqs9,{x,y});

{x =
1

2
, y =

1

2

√
3}, {x =

1

2
, y = −1

2

√
3},

{x =
−1

2
, y =

1

2

√
3}, {x =

−1

2
, y = −1

2

√
3}

5.2 Розв’язування систем нерiвностей

Приклад 5.10. Розв’язати систему нерiвностей:
x2 + x− 6 ≤ 0;

(x+ 1) (x− 5) < 0;
1
x > 1

4 .

> ineqs1:={x^2+x-6<=0,(x+1)*(x-5)<0,1/x>1/4};

ineqs1 := {x2 + x− 6 ≤ 0, (x+ 1) (x− 5) < 0,
1

4
<

1

x
}

> solve(ineqs1,x);

{0 < x, x ≤ 2}

Приклад 5.11. Розв’язати систему нерiвностей:{ √
4x− 7 < x;√

x+ 5 +
√
5− x > 4.

> ineqs2:={sqrt(4*x-7)<x,sqrt(x+5)+sqrt(5-x)>4};

ineqs2 := {4 <
√
x+ 5 +

√
5− x,

√
4x− 7 < x}

> solve(ineqs2,x);

{7
4
≤ x, x < 4}

Приклад 5.12. Розв’язати систему нерiвностей:{ ∣∣x2 + 5x
∣∣ < 6;

|x+ 1| ≤ 1.

> ineqs3:={abs(x^2+5*x)<6,abs(x+1)<=1};

ineqs3 := {
∣∣x2 + 5x

∣∣ < 6, |x+ 1| ≤ 1}
> solve(ineqs3,x);

{x ≤ 0, −2 < x}
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Приклад 5.13. {
log 1

2
(2x− 3) > −3;

x2 − 4x > 0.

> ineqs4:={log[1/2](2*x-3)>-3,x^2-4*x>0};

ineqs4 := {0 < x2 − 4x, −3 < − ln(2x− 3)

ln(2)
}

> solve(ineqs4,x);

{4 < x, x <
11

2
}

Приклад 5.14. Розв’язати систему нерiвностей:{
1

2−x ≥ 1;

2 · 42x ≥ 32x.

> ineqs5:={1/(2-x)>=1,2*4^(2*x)>=32^x};

ineqs5 := {1 ≤ 1

2− x
, 32x ≤ 2 4(2x)}

> solve(ineqs5,x);

{x = 1}

5.3 Розв’язування задач

Задача 5.1. Двi бригади, що складалися з робiтникiв однако-
вої квалiфiкацiї, одночасно почали будувати два однакових бу-
динки. У першiй бригадi було 16 робiтникiв, а у другiй — 25
робiтникiв. Через 7 днiв пiсля початку роботи в першу брига-
ду перейшли 8 робiтникiв iз другої бригади, в результатi чого
обидва будинки були побудованi одночасно. Скiльки днiв знадо-
билося бригадам, щоб закiнчити роботу в новому складi?

Розв’язання
Нехай продуктивнiсть кожного з робiтникiв дорiвнює 1

x бу-
динку в день, i нехай у новому складi бригади добудовували
будинки y днiв. Тодi за першi 7 днiв роботи бригадами в 16 i 25
осiб було побудовано 16·7

x i 25·7
x частин будинкiв, а за наступнi
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y днiв бригадами в 24 людини i 17 людей були побудованi 24·y
x

i 17·y
x частини будинкiв, що залишилися. Оскiльки в результатi

були цiлком побудованi два будинки, маємо:{
16·7
x + 24·y

x = 1;
25·7
x + 17·y

x = 1.

> solve({16*7/x+24*y/x=1, 25*7/x+17*y/x=1}, {x,y});

{y = 9, x = 328}
Таким чином, у новому складi бригади працювали 9 днiв.
Вiдповiдь: 9 днiв.

Задача 5.2. Є двi посудини. Перша мiстить 30 кг, а друга —
20 кг розчину кислоти рiзної концентрацiї. Якщо цi розчини
змiшати, то вийде розчин, що мiстить 68% кислоти. Якщо
ж змiшати рiвнi маси цих розчинiв, то вийде розчин, що мi-
стить 70% кислоти. Скiльки кiлограмiв кислоти мiститься в
першiй посудинi?

Розв’язання
Нехай концентрацiя першого розчину кислоти — c1, а кон-

центрацiя другого — c2. Якщо змiшати цi розчини кислоти, то
вийде розчин, що мiстить 68% кислоти: 30c1 + 20c2 = 50 · 0,68.
Якщо ж змiшати рiвнi маси цих розчинiв, то вийде розчин, що
мiстить 70% кислоти: mc1+mc2 = 2m·0,7. Розв’яжемо отриману
систему рiвнянь: {

c1 + c2 = 1,4;
30c1 + 20c2 = 34.

> solve({c1+c2=1.4, 30*c1+20*c2=34}, {c1,c2});

c2 = .8000000000, c1 = .6000000000

> convert(%,fraction);

c2 =
4

5
, c1 =

3

5
Тому,
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> m1=3/5*30;

m1 = 18

Вiдповiдь: 18 кг.

Задача 5.3. У майстернi працюють три автослюсарi. Авто-
слюсарi Сергiй i Олександр виконують замовлення за 12 днiв,
Олександр i Борис виконують це ж замовлення за 10 днiв, а
Сергiй та Борис за 15 днiв. За скiльки днiв виконують це за-
мовлення три автослюсарi, працюючи разом?

Розв’язання
Продуктивнiсть — частина замовлення, виконана за 1 день.
Нехай Сергiй виконує замовлення за X днiв, Олександр —

за Y днiв, а Борис — за Z днiв.
Вiдповiдно, їх продуктивностi будуть 1

X , 1
Y , 1

Z .
Використавши умову, маємо систему:

1
X + 1

Y = 1
12 ;

1
Y + 1

Z = 1
10 ;

1
X + 1

Z = 1
15 .

> solve({1/x+1/y=1/12,1/y+1/z=1/10,1/x+1/z=1/15},

{x,y,z});

{z = 24, y =
120

7
, x = 40}

> 1/40+7/120+1/24;

1

8
Отримали, що втрьох за 1 день автослюсарi виконають 1/8

частину всiєї роботи.
Отже, 3 автослюсарi виконають все замовлення за 8 днiв.
Вiдповiдь: 8 днiв.

Задача 5.4. Три винахiдники отримали премiю в сумi 1410
гривень, причому другий одержав 1

3 того, що отримав перший
i ще 60 гривень, а третiй отримав 1

3 грошей другого i ще 30
гривень. Яку премiю отримав кожен винахiдник?
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Розв’язання
Нехай перший винахiдник одержав x гривень, другий — y

гривень, а третiй — z гривень. Вiдповiдно до умови задачi маємо
систему: 

x+ y + z = 14100;
y = 1

3x+ 600;
z = 1

3y + 300.

Розв’яжемо її:
> eqs:={x+y+z=14100,y=(1/3)*x+600,z=(1/3)*y+300};

eqs := {x+ y + z = 14100, y =
1

3
x+ 600, z =

1

3
y + 300}

> solve(eqs,{x,y,z});

{z = 1500, x = 9000, y = 3600}
Отже, перший отримав премiю в розмiрi 9000 гривень, дру-

гий — 3600 гривень, третiй — 1500 гривень.
Вiдповiдь: 9000 гривень; 3600 гривень; 1500 гривень.

5.4 Завдання для самостiйного виконання

1. Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь:
x− 2y + 4z = 7;
2x+ 3y + z = 7;
x+ y + 3z = 8.

2. Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь iз параметрами:
ax+ by + cz = k;
a2x+ b2y + c2z = k2;
a3x+ b3y + c3z = k3.

3. Розв’язати систему нелiнiйних рiвнянь:

1)
{

x2 + 2y2 = 17;
x2 − 2xy = −3.
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2)

{
x+ y + x2

y2
= 7;

(x+y)x2

y2
= 12.

3)


√

x+1
x+y +

√
x+y
x+1 = 2;√

x+1
y+2 +

√
y+2
x+1 = 1,5.

4)

{
x2 + x 3

√
xy2 = 32;

y2 + y 3
√

x2y = 162.

5)
{

4x − 7 · 2x−
y
2 = 23−y;

y − x = 3.

6)
{

(x+ y)x = (x− y)y;
log2 x− log2 y = 1.

7)
{

3 ctg x = tg3 y;
cosx = sin 2y.

4. Розв’язати систему нерiвностей:

1)
{

x−1
2 − 2x+3

3 + x
6 < 2− x+5

2 ;
1− x+5

8 + 4−x
2 < 3x− x+1

4 .

2)
{

log√2(x− 1) < 4;
x

x−3 + x−5
x < 2x

3−x .

3)
{

0,2cosx ≤ 1;
x−1
2−x + 1

2 > 0.
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Побудова графiкiв 2D

6.1 Побудова графiкiв

Розглянемо побудову на площинi графiкiв явно та неявно
заданих функцiй.

Задання областей
Область — це вiкно декартової системи координат, у якiй

будується графiк.
Синтаксис задання областi:
x = нижня межа .. верхня межа.
Числа, що визначають межi, повиннi бути дiйсними.
Побудова графiкiв
Побудова графiкiв виконується за допомогою команди plot.
Приклад задання: plot(f,x=lov..hi,y=lov..hi).

Приклад 6.1. Побудувати графiк функцiї

y =
1

4
(x3 + 9x2 + 15x− 9).

Розв’язання

> plot(1/4*(x^3+9*x^2+15*x-9),x=-7..4,y=-4..5);

56
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Команда title визначає заголовок графiка.

Приклад 6.2. Побудувати графiк функцiї

y =
1

4

(
x3 + 9x2 + 15x− 9

)
.

Над графiком розмiстити напис:

y = 1/4(x3 + 9x2 + 15x− 9)

Розв’язання
> plot(1/4*(x^3+9*x^2+15*x-9),x=-7..4,y=-4..5,

title="y=1/4*(x^3+9*x^2+15*x-9)");

y=1/4*(x^3+9*x^2+15*x–9)
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Команда color= визначає колiр побудови. Maple пропонує зна-
чну кiлькiсть кольорiв: aquamarine black blue navy coral cyan brown
gold green gray grey khaki magenta maroon orange pink plum red si-
enna tan turquoise violet wheat white yellow.
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Приклад 6.3. Побудувати графiк функцiї

y =
x2 + 20

x− 4
.

Область задати умовою x = −30..30, y = −50..50. Над графi-
ком розмiстити напис: y = (x2 + 20)/(x − 4), побудову графiка
виконати у голубому кольорi.

Розв’язання
> plot((x^2+20)/(x-4),x=-30..30,y=-50..50,title="

y=(x^2+20)/(x-4)",color=blue);

y=(x^2+20)/(x–4)
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Приклад 6.4. Побудувати графiк функцiї

y =

∣∣∣∣ |x| − 3

|x| − 5

∣∣∣∣ .
Розв’язання

> plot(abs((abs(x)-3)/(abs(x)-5)),x=-10..10,

y=0..15,color=black);
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Maple дозволяє будувати декiлька графiкiв на однiй коорди-
натнiй площинi.

При такiй побудовi Maple автоматично вибирає рiзнi кольори
для побудови графiкiв функцiй.

Приклад 6.5. Побудувати графiки функцiй:

y = sin 2x; y = 2x; y =
∣∣x2 − 4

∣∣ .
Область задати умовою x = −2π..2π, y = −1..4.

Розв’язання
> plot({sin(2*x),2^x,abs(x^2-4)},x=-2*Pi..2*Pi,

y=-1..4,color=black);
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За допомогою Maple можна будувати графiки функцiй, за-
данi параметрично. Для цього потрiбно використати команду

plot([x(t),y(t),t=range of t],h,v,options)

Проiлюструємо побудову графiкiв параметрично заданих фун-
кцiй на конкретних прикладах.

Приклад 6.6. Побудувати графiк функцiї

{
x = t2;
y = t3,

−1 ≤ t ≤ 1.

Розв’язання
> plot([t^2,t^3, t=-1..1],color=navy);
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Приклад 6.7. Побудувати графiк функцiї

{
x = 2 cos t− cos 2t;
y = 2 sin t− sin 2t,

−π ≤ t ≤ π
(кардiоїди).

Розв’язання
> plot([2*cos(t)-cos(2*t),2*sin(t)-sin(2*t),t=-Pi..Pi],

color=black);
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Приклад 6.8. Побудувати графiк функцiї

{
x = 2 cos3 t;
y = 2 sin3 t,

−π ≤ t ≤ π
(астроїди).

Розв’язання
> plot([2*(cos(t))^3,2*(sin(t))^3,t=-Pi..Pi],

color=black);
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Приклад 6.9. Побудувати графiк функцiї

{
x = t− sin t;
y = 1− cos t,

−2π ≤ t ≤ 2π
(циклоїди).

Розв’язання
> plot([t-sin(t),1-cos(t),t=-2*Pi..2*Pi],

color=black);
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Для побудови графiкiв функцiй, заданих у полярнiй системi
координат, Maple використовує команду: plot([r(t),theta(t),t=ran-
ge of t ],h,v,coords=polar) Побудуємо декiлька графiкiв функцiй,
заданих у полярнiй системi координат.

Приклад 6.10. Побудувати графiк функцiї ρ = 2φ, −2π ≤ φ ≤
2π (спiраль Архiмеда).

Розв’язання
> plot([2*t,t,t=-2*Pi..2*Pi],coords=polar,

color=black);
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Приклад 6.11. Побудувати графiк функцiї ρ = 3 cos(2φ), −π ≤
≤ φ ≤ π (чотирьохпелюсткової рози).

Розв’язання
> plot([3*cos(2*t),t,t=-Pi..Pi],coords=polar,

color=brown );
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Приклад 6.12. Побудувати графiк функцiї ρ = 3 sin(3φ), −π ≤
≤ φ ≤ π (трьохпелюсткової рози).

Розв’язання
> plot([3*sin(3*t)],t,t=-Pi..Pi,coords=polar,

color=violet);
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Приклад 6.13. Побудувати графiк функцiї ρ = 2 · (1 + 3 cosφ),
−2π ≤ φ ≤ 2π (равлика Паскаля).

Розв’язання
> plot([2*(1+3*cos(t)),t,t=-2*Pi..2*Pi],coords=polar,

color=orange);
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Приклад 6.14. Побудувати графiк функцiї ρ = φ
1+φ , 0 ≤ φ ≤

4π.

Розв’язання
> plot([t/(1+t),t,t=0..4*Pi],-1..1,-1..1,coords=

polar,color=navy);
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Для побудови графiкiв кусково заданих функцiй у декарто-
вiй прямокутнiй системi координат потрiбно визначити проце-
дуру, яка описує кусково задану функцiю, а потiм просто вико-
ристати команду plot.

Приклад 6.15. Побудувати графiк функцiї

y =


x2, при x < 0;
x, при 0 ≤ x ≤ 3;
−x+ 6, при x > 3.

Розв’язання
> a:=proc(x) if x<0 then x^2 elif (x>0) and

(x<3) then x else -x+6 fiend;
> plot(a,-2..8,color=black);

a := proc(x) ifx < 0 thenx2 elif 0 < x and
x < 3 thenx else − x+ 6 end if end proc
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Приклад 6.16. Побудувати графiк функцiї

y =


2 sinx, при x ≤ 0;
−x, при 0 < x ≤ 1;
x2 − 2, при x > 1.

Розв’язання
> b:=proc(x) if x<0 then 2*sin(x) elif x>0)

and (x<1) then -x else x^2-2 fi end;
> plot(b,-2*Pi..Pi,color=black);

b := proc(x) ifx < 0 then 2 ∗ sin(x) elif 0 < x

and x < 1 then − x elsex2 − 2 end ifend proc
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6

8

–6 –4 –2 2

Використовуючи бiблiотеку with(plots), можна за допомогою
команди implicitplot будувати графiки неявно заданих функцiй.

Приклад 6.17. Побудувати графiк функцiї

x2 + y2 = 1.

Розв’язання

> with(plots):

Warning, the name changecoords has been redefined
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> implicitplot( { x^2+y^2=1}, x=-Pi..Pi,

y=-Pi..Pi,scaling=CONSTRAINED,color=black);
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Приклад 6.18. Побудувати графiк функцiї

x2

9
+

y2

4
= 1.

Розв’язання
> implicitplot( {x^2/9+y^2/4=1},x=-Pi..Pi,y=-Pi..Pi,

scaling=CONSTRAINED, color=black);
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Приклад 6.19. Побудувати графiк гiперболи

x2

9
− y2

4
= 1.

Розв’язання
> implicitplot( { x^2/4-y^2/9=1}, x=-4..4,

y=-4..4, scaling=CONSTRAINED,color=black);
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Приклад 6.20. Побудувати в однiй системi координат графiки
кола (x− 3)2 + (y + 2)2 = 4 та параболи y = −x2.

Розв’язання
> implicitplot({ x-3)^2+(y+2)^2=4,y=-x^2},

x=0..3*Pi, y=-4..0, scaling=CONSTRAINED,

color=black);
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Приклад 6.21. Побудувати в однiй системi координат графiки
парабол y2 = x2 + 3 та y = −x2 + 4.

Розв’язання
> implicitplot({ y^2=x+3,y=-x^2+4},

x=-2*Pi..4, y=-4..6,

scaling=CONSTRAINED,color=black);
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Приклад 6.22. На координатнiй площинi xOy зобразити мно-
жину точок M (x; y), координати яких задовольняють умову

|x|+ |y| = 1.

Розв’язання
> implicitplot({ abs(x)+abs(y)=1}, x=-1..1,y=-1..1,

scaling=CONSTRAINED,color=black);
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Приклад 6.23. На координатнiй площинi xOy зобразити мно-
жину точок M (x; y), координати яких задовольняють умову

|y| =
∣∣x2 + 2x

∣∣ .
Розв’язання
> implicitplot({ abs(y)=abs(x^2+2*x)},x=-4..4,

y=-3..3,color=black);
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6.2 Побудова областей на площинi, обме-
жених заданими кривими

Задача побудови областей на площинi виникає при знахо-
дженнi площi плоскої фiгури за допомогою визначеного iнте-
грала або при визначеннi областi iнтегрування в подвiйному iн-
тегралi. Зазвичай цi областi обмеженi графiками функцiй однiєї
змiнної, тому побудовe таких областей в Maple можна здiйснити
за допомогою звичайних команд побудови графiкiв.

Приклад 6.24. Побудувати область, обмежену кривими y = 3x
i y = 4− x2.

Розв’язання

Будуємо графiки кривих у програмi Maple:

> with(plots):

> implicitplot([y = 3*x, y = 4-x^2], x = -6 .. 2,

y = -12 .. 5,color = black, thickness = 3);
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На малюнку область не видiлена. Щоб видiлити цю область
кольором, визначимо функцiю двох змiнних, яка приймає зна-
чення 1 всерединi областi та −1 — поза цiєю областю.

Це можна виконати за допомогою функцiї piecewise, яка
визначає значення функцiї залежно вiд умов, яким повиннi
задовольняти змiннi.

> f1 := proc (x, y) options operator,

arrow;piecewise(-4 <= x and x <= 2 and y <= 4-x^2

and 3*x <= y,1,-1) end proc;

Далi задамо видiлення кольором тiєї частини областi на
площинi, де побудована функцiя позитивна. Визначимо це
видiлення в графiчний об’єкт P1:

> P1 := implicitplot(f1(x, y) >=0 x = -4 ..2,

y = -12 .. 4, filledregions = true, coloring =

[grey, white], numpoints = 100000);

Графiки кривих задамо як графiчний об’єкт P2
> P2 := implicitplot([y = 3*x, y = 4-x^2],

x = -4 .. 2, y = -12 .. 4, color = black,

thickness = 3);

Потiм вiдобразимо всi графiчнi об’єкти на одному графiку
за допомогою функцiї display

> display(P1, P2, view = [-4 .. 3, -12 .. 4]);
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У результатi отримали плоску область, що видiлена кольором.

Приклад 6.25. Видiлити кольором область на площинi, обме-
жену лiнiями x2 ≤ 2y, x2 + y2 ≤ 16 i y ≤ 2

x .

Розв’язання
Розв’язуємо приклад по аналогiї з попереднiм.
Завантажуємо пакет графiчних функцiй:
> with(plots):

Визначаємо функцiю, що приймає для зафарбованої обла-
стi значення 1, а в iнших точках −1:

> f1 := proc (x, y) options operator, arrow;
> piecewise(x^2 <= 2*y and y <= 2/x and x^2+y^2 <=

16, 1, -1) end proc:

Cтворюємо графiчний об’єкт зафарбованої областi;
> P1 := implicitplot(f1(x, y) >= 0, x = -1 .. 3,

y = -1 .. 5, filledregions = true, coloring = [grey,

white], numpoints = 400000,

view = [-4 .. 4, -4 .. 4]);

Cтворюємо графiчний об’єкт граничних лiнiй:
> P2 := implicitplot([x^2 = 2*y, y = 2/x,

x^2+y^2 = 16], x = -4 .. 4, y = -4 .. 4,

numpoints = 100000, color = black);

Biдображаємо все на одному малюнку:
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> display(P1, P2);

6.3 Завдання для самостiйного виконання

1. Побудувати графiк явно заданої функцiї:

1) y = 2−x2

1+x4 ; 2) y =
√

x4+3
x2+1

;

3) y = cosx− 1
2 cos 2x; 4) y = ln

(
x+

√
x2 + 1

)
;

5) y = x+ arctg x; 6) y = arccos 1−x2

1+x2 .

2. Побудувати криву, що задана в параметричнiй формi:

1)

{
x = (t+1)2

4 ;

y = (t−1)2

4 ,
2)

{
x = 2t− t2;
y = 3t− t3,

3)

{
x = t2

t−1 ;

y = t
t2−1

,
4)

{
x = t+ e−t;
y = 2t+ e−2t,

5)
{

x = 5 cos 2t;
y = 5 cos 3t,

6)
{

x = 2
cos2 t

;
y = 2 tg2 t.

3. Побудувати графiк функцiї, що задана в полярнiй системi
координат (φ; r):

1) r = 2 + 3 cosφ; 2) r = 2 sin 3φ;

3) r = 2√
cos 3φ

; 4) r = φ = arccos r−1
r2

.
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4. У декартовiй прямокутнiй системi координат побудувати
графiк кусково заданої функцiї:

1) y =

{
x2 − 4, при x ≤ 2;
6− 2x, при x > 2,

2) y =

{
x2 + 2x, при x ≤ 2;
x+ 1, при x > 2,

3) y =


−x2, при x < 0;
x, при 0 ≤ x ≤ 3;
x+ 6, при x > 3,

4) y =


sinx, при x < 0;
3x, при 0 ≤ x ≤ 3;
x+ 6, при x > 3.

5. Побудувати графiк функцiї, що задана в неявному виглядi:

1) x2 + 2xy − y2 = 2x; 2) y2 = 36x;

3) x2

4 + y2

16 = 1; 4) 12x2 − 4y2 = 49;

5)
√
x+

√
y = 4; 6) x3 + y3 = 6xy;

7) x
2
3 + y

2
3 = 4

2
3 ; 8) arctg y

x = ln
√
x2 + y2.
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Комплекснi числа

7.1 Задання комплексних чисел
та дiї над ними

Розглянемо задання комплексних чисел, виконання дiй над
числовими виразами у полi комплексних чисел, проiлюструємо
видiлення дiйсної i уявної частини комплексного числа, покаже-
мо знаходження спряжених виразiв.

Комплекснi числа задаються за допомогою команди Complex.
Задамо декiлька комплексних чисел.
> Complex(5);

5 I

> Complex(-2, 3);

−2 + 3 I

> Complex(2.0, -3);

2.0− 3. I

> Complex(2+3*I);

2 + 3 I

> Complex(-2/3, -3);

−2

3
− 3 I

74
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> Complex(0,3);

3 I

> I^2;

−1

Команда evalc(expr) у виразi expr видiляє дiйсну i уявну ча-
стини.

Приклад 7.1. У виразi sin(3 + 5I) видiлити дiйсну i уявну ча-
стини.

> evalc(sin(3 + 5*I));

sin(3) cosh(5) + I cos(3) sinh(5)

Зa допомогою команди evalc(conjugate(expr)) Maple знаходить
спряжений вираз до виразу expr.

Приклад 7.2. Знайти вираз, спряжений до комплексного числа
z = 2 + 3I.

> evalc(conjugate(2+3*I));

2− 3 I

Приклад 7.3. Знайти вираз, спряжений до комплексного числа
z = eI .

> evalc(conjugate(exp(I)));

cos(1)

cos(1)2 + sin(1)2
− I sin(1)

cos(1)2 + sin(1)2

Виконаємо перевiрку:
> exp(I)*(cos(1)/(cos(1)^2+sin(1)^2)-

I*sin(1)/(cos(1)^2+sin(1)^2));

eI (
cos(1)

cos(1)2 + sin(1)2
− I sin(1)

cos(1)2 + sin(1)2
)

> evalc(%);

cos(1)2

cos(1)2 + sin(1)2
+

sin(1)2

cos(1)2 + sin(1)2

> simplify(cos(1)^2/(cos(1)^2+sin(1)^2)+

sin(1)^2/(cos(1)^2+sin(1)^2));
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1

Команда abs(expr) дозволяє знаходити модуль комплексного
числа.

Наприклад,
> abs(4-3*I);

5

Розглянемо декiлька прикладiв виконання дiй на множинi
комплексних чисел.

Приклад 7.4. Знайти добуток чисел z1 = 2 + 2i та z2 = 4− 7i.
> (2+2*I)*(4-7*I);

22− 6 I

Приклад 7.5. Виконати дiї:

4
(
1− i

√
3
)

1 + i
√
3

.

> 4*(1-sqrt(3)*I)/(1+sqrt(3)*I);

4
1− I

√
3

1 + I
√
3

> evalc(%);

−2− 2 I
√
3

Приклад 7.6. Виконати дiї:

(4− i)2

i8
− 8

(
2− i13

)
.

> (4-I)^2/I^8-8*(2-I^13);

−1

Приклад 7.7. Перейти до тригонометричної форми запису ком-
плексного числа 4e

11π
6

i.

> 4*exp(11*pi*I/6);

4 e(11/6 I π)

> evalc(%);

4 cos

(
11

6
π

)
+ 4 I sin

(
11

6
π

)
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Приклад 7.8. Знайти значення функцiї f (x) = x4−4x3+3x2−
14x+ 10 у точцi x = 1 + i.

> f:=x^4-4*x^3+3*x^2-14*x+10;

f := x4 − 4x3 + 3x2 − 14x+ 10

> f1:=subs(x=1+I,f);

f1 := −16 I

Наведемо приклади розв’язування рiвнянь на множинi ком-
плексних чисел.

Приклад 7.9. Розв’язати рiвняння x2 + x+ 1 = 0.

> solve(x^2+x+1=0,x);

−1

2
+

1

2
I
√
3, −1

2
− 1

2
I
√
3

Приклад 7.10. Розв’язати рiвняння x3 = −8.
> solve(x^3=-8);

−2, 1 + I
√
3, 1− I

√
3

> evalf(%);

−2., 1.+ 1.732050808 I, 1.− 1.732050808 I

Приклад 7.11. Розв’язати рiвняння (x+ 3)4 + (x+ 5)4 = 16.

> x:=solve((x+3)^4+(x+5)^4=16,x);

x := −3, −5, −4 + I
√
7, −4− I

√
7

Приклад 7.12. Розв’язати рiвняння x3+x+ 3
√
x3 + x− 2 = 12.

> solve(x^3+x+(x^3+x-2)^(1/3)=12,x);

−1 + 2 I, −1− 2 I, 2

Приклад 7.13. Розв’язати рiвняння 4x4 + 16 = 0.
> solve(4*x^4+16=0,x);

−1 + I, −1− I, 1 + I, 1− I

Приклад 7.14. Знайти коренi 6
√
−64.
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> solve(x^6=-64);

−2 I, 2 I, −
√

2 + 2 I
√
3,
√

2 + 2 I
√
3, −

√
2− 2 I

√
3,√

2− 2 I
√
3

Для зображення комплексних чисел на комплекснiй площинi
використовується функцiя complexplot пакета plots. Для цього
необхiдно записати комплексне число у квадратних дужках.

Наприклад,
> z:=[3+2*I];

z := [3 + 2 I]

Пiдключити бiблiотеку plots
> with(plots):

Потiм за допомогою функцiї complexplot[plots] побудувати
точку на комплекснiй площинi

> complexplot[plots](z,x=-1..3.5,y=0..2.5,

tyle=point, symbol=solidcircle, symbolsize=14);

0

0.5

1

1.5

2

2.5

y

–1 1 2 3
x

Можливо також зображати на одному малюнку декiлька ком-
плексних чисел.

Наприклад, зобразимо на комплекснiй площинi числа 3+3i,
−2− 2i, 2− i, −2 + 2i.

> z1:=[3+3*I,-2-2*I,2-I,-2+2*I];

z1 := [3 + 3 I, −2− 2 I, 2− I, −2 + 2 I]
> complexplot(z1,x=-2..3,style=point,

symbol=solidcircle, symbolsize=14,scaling=

constrained);



7.1. Задання комплексних чисел та дiї над ними 79

–2

–1

1

2

3

–2 –1 1 2 3
x

Зобразимо коренi рiвняння x6 = −64 на комплекснiй пло-
щинi.

> solve(x^6=-64);

2 I, −2 I,
√

2− 2 I
√
3, −

√
2− 2 I

√
3,
√

2 + 2 I
√
3,

−
√

2 + 2 I
√
3

> z2:=[2*I,-2*I,(2-2*I*3^(1/2))^(1/2),

-(2-2*I*3^(1/2))^(1/2),(2+2*I*3^(1/2))^(1/2),

-(2+2*I*3^(1/2))^(1/2)];

z2 := [2 I, −2 I,
√

2− 2 I
√
3, −

√
2− 2 I

√
3,
√

2 + 2 I
√
3,

−
√

2 + 2 I
√
3]

> complexplot(z2,x=-2..2,style=point,

symbol=solidcircle, symbolsize=14,

scaling=constrained,color=black);

–2

–1

1

2

–2 –1 1 2
x
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7.2 Завдання для самостiйного виконання

1. Виконати дiї: a) z1 + z2; б) z1 − z2; в) z1 · z2; г) z1
z2
; д) z21 ; е)

z32 , де z1 = 2 + 5i, z2 = 3− 2i

2. Виконати дiї:

1) 2
√
3−i√
3+i

+ 3;

2)
(
1
3(1− i)4 + 7−24i

4−3i + i
)
· 8
(1+i)2

;

3) 16i(sin π
6
+i cos π

6
)2

(−1+
√
3)4

.

3. Знайти суму A = i+ i2 + i3 + · · ·+ i14 + i15.

4. Дано: z1 = −2 + 2
√
3i, z2 = cos(− π

12) + i sin(− π
12). Знайти

(z1z2)
6.

5. Знайти вираз, спряжений до комплексного числа z = 2−7i.

6. Знайти число, спряжене до комплексного числа

z = 1
4

(
17−31i
7+i + 12

(1+i)4

)
+ i.

7. Розв’язати систему рiвнянь:

1)
{

z1 + 2z2 = 1 + i;
3z1 + iz2 = 2− 3i,

2)
{

|z + 1− i| = |z + i|;
|3 + 2i− z| = |z + 1|,

3)


∣∣∣ z+2i
z+4i

∣∣∣ = 1;
|z+2i|
|z−1| = 1√

2
.

8. Перейти до тригонометричої форми запису комплексного
числа 7e

17π
6

i.

9. Зобразити на комплекснiй площинi коренi рiвняння x7 =
= −128.
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Матричнi i векторнi
обчислення

8.1 Матричнi обчислення

Зa допомогою пакета Maple можна виконувати всi стандартнi
операцiї, визначенi в лiнiйнiй алгебрi. Вони стають доступними
при пiдключеннi до бiблiотеки linalg. Бiблiотека пiдключається
через команду with iз назвою її iменi. В нашому випадку потрi-
бно виконати команду: with(linalg).

Команди для операцiй з матрицями виписанi в табл. 8.1.

Табл. 8.1. Операцiї з матрицями

> matrix задання матрицi
> minor знаходження мiнору матрицi
> rank знаходження рангу матрицi
> transpose знаходження транспонованої ма-

трицi
> det обчислення визначника
> inverse знаходження оберненої матрицi
> multipli знаходження добутку матриць

81
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Задамо матрицю A:

> with(linalg):

Warning, the protected names norm and trace have
been redefined and unprotected

> A:=matrix([[1,2,0],[3,2,1],[0,1,2]]);

A :=

 1 2 0
3 2 1
0 1 2


Роздрукуємо мiнор матрицi A, який вiдповiдає елементу

другому рядку третього стовпчика:

> minor(A,2,3); [
1 2
0 1

]
Знайдемо ранг матрицi A:

> rank(A);

3

Транспонуємо матрицю А:

> AT:=transpose(A);

AT :=

 1 3 0
2 2 1
0 1 2


Знайдемо визначники матиць А та АТ:

> det(A);

−9

> det(AT);

−9

Знайдемо матрицю, обернену до матрицi А:

> A1:=inverse(A);
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A1 :=



−1

3

4

9

−2

9
2

3

−2

9

1

9
−1

3

1

9

4

9


Перемножимо матрицi А i А1 (для множення матриць

використовується оператор &*):

> E1:=evalm(A&*A1);

E1 :=

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


Задамо матрицi B1 i C1 та зайдемо їх суму:

> B1:=matrix([[2,5,6,1],[-2,-4,4,6],[8,2,3,6]]);

B1 :=

 2 5 6 1
−2 −4 4 6
8 2 3 6


> C1:=matrix([[2,2,2,1],[1,4,6,7],[-1,-4,-5,5]]);

C1 :=

 2 2 2 1
1 4 6 7

−1 −4 −5 5


> D1:=evalm(B1+C1);

D1 :=

 4 7 8 2
−1 0 10 13
7 −2 −2 11


Помножимо матрицю B1 на три:

> B2:=3*B1;

B2 := 3B1

> B2:=evalm(B2);

B2 :=

 6 15 18 3
−6 −12 12 18
24 6 9 18


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Обчислення лiнiйної комбiнацiї двох матриць зi скалярними
множниками виконується за допомогою команди matadd(A1,B1,
scalar1,scalar2).

Приклад 8.1. Знайти матрицю 3A− 4B, якщо

A =

 −4 23 −8
0 5 −9
2 −8 11

, B =

 4 2 −7
1 4 −6
7 1 −8

.

> with(linalg):
> A1:=matrix([[-4,23,-8],[0,5,-9],[2,-8,11]]);

Warning, the protected names norm and trace have
been redefined and unprotected

A1 :=

 −4 23 −8
0 5 −9
2 −8 11


> B1:=matrix([[4,2,-7],[1,4,-6],[7,1,-8]]);

B1 :=

 4 2 −7
1 4 −6
7 1 −8


> F1:=matadd(A1,B1,3,-4);

F1 :=

 −28 61 4
−4 −1 −3

−22 −28 65



Приклад 8.2. Дано матрицю A =


1 5 5 4 3
34 5 43 2 5
1 0 8 9 3
2 3 4 1 0
−5 −7 5 −1 5

.

Знайти: визначник матрицi A, матрицю транспоновану до ма-
трицi A, матрицю обернену до матрицi A.

Роздрукуємо матрицю A:
> with(linalg):

Warning, the protected names norm and trace have been
redefined and unprotected
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> A:=matrix([[1,5,5,4,3],[34,5,43,2,5],[1,0,8,9,3],

[2,3,4,1,0],[-5,-7,5,-1,5]]);

A :=


1 5 5 4 3
34 5 43 2 5
1 0 8 9 3
2 3 4 1 0

−5 −7 5 −1 5


Знайдемо матрицю, транспоновану до матрицi A:

> AT:=transpose(A);

AT :=


1 34 1 2 −5
5 5 0 3 −7
5 43 8 4 5
4 2 9 1 −1
3 5 3 0 5


Знайдемо визначник матрицi A:

> det(A);

32543

Знайдемо матрицю, обернену до матрицi A:

> A1:=inverse(A);

A1 :=



2697

32543

1249

32543

−352

32543

−12774

32543

−2656

32543
505

4649

−54

4649

−290

4649

623

4649

−75

4649
−3831

32543

−290

32543

681

32543

11955

32543

2180

32543
−675

32543

−204

32543

4070

32543

−2812

32543

−1833

32543
11342

32543

969

32543

−3061

32543

−19186

32543

571

32543


Переконаємося, що матриця A1 обернена до матрицi A,

тобто, що добуток цих матриць дає одиничну матрицю:

> evalm(A1&*A);
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
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


8.2 Операцiї з векторами

Задамо вектор-стовпець:
> v1:=<1,3,5,6>;

v1 :=


1
3
5
6


Задамо вектор-рядок:
> v2:=<1|3|5|6>;

v2 := [1, 3, 5, 6]

Задамо вектори-рядки:
> v3:=<4|-2>;

v3 := [4,−2]

> v4:=<-2|5>;

v4 := [−2, 5]

Знайдемо лiнiйну комбiнацiю векторiв 4v⃗3 + 2v⃗4:
> 4*v3+2*v4;

[12, 2]

Операцiя додавання векторiв v⃗1 та v⃗2 неможлива:
> v1+v2;

Error, (in rtable/Sum) invalid arguments

Не можна додавати скаляри i вектори:
> 2+<5|-9|-56>;

Error, (in rtable/Sum) invalid arguments
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Знайдемо добуток вектора v⃗2 та v⃗1:
> v2.v1;

71

Добутком векторiв v⃗1 та v⃗2 є матриця. Знайдемо її:
> v1.v2; 

1 3 5 6
3 9 15 18
5 15 25 30
6 18 30 36


Приклад 8.3. Знайти характеристичнi числа i власнi вектори
матрицi

A =

 4 −1 2
−1 5 −1
2 −1 4

 .

Розв’язання
> with(linalg):

Warning, the protected names norm and trace have been
redefined and unprotected

> A:=matrix([[4,-1,2],[-1,5,-1],[2,-1,4]]);

A :=

 4 −1 2
−1 5 −1
2 −1 4


Задамо одиничну матрицю третього порядку з допомогою

команди array:
> E=array(1..3,1..3,identity);

E =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


Помножимо матрицю E на число λ:
> B:=lambda*(array(1..3,1..3,identity));
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B := λ

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


> B1:=evalm(lambda*array(1..3,1..3,identity));

B1 :=

 λ 0 0
0 λ 0
0 0 λ


Знайдемо матрицю B2 = A−B1:
> B2:=evalm(A-B1);

B2 :=

 4− λ −1 2
−1 5− λ −1
2 −1 4− λ


Обчислимо визначник матрицi B2:
> g:=det(B2);

g := 56− 50λ+ 13λ2 − λ3

Розв’яжемо рiвняння λ3−13λ2+50λ−56 = 0. Його коренi
i будуть характеристичними числами.

> solve( 56-50*lambda+13*lambda^2-lambda^3=0,

lambda);

2, 4, 7

Знаходимо власнi вектори матрицi A:
> V:=eigenvects(A);

V := [7, 1, {[1, −1, 1]}], [2, 1, {[1, 0, −1]}], [4, 1, {[1, 2, 1]}]
Maple видав вiдповiдь: λ1 = 2, v⃗1 = i⃗ − k⃗; λ2 = 7, v⃗2 =

= i⃗− j⃗ + k⃗;λ3 = 4, v⃗3 = i⃗+ 2⃗j + k⃗.

8.3 Пакети linalg та LinearAlgebra

Команда Normalize(U,Euclidean) пакета LinearAlgebra норма-
лiзує вектор U.

Приклад 8.4. Нормалiзувати вектор u⃗ = (−5; 3;−1).
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> with(LinearAlgebra):

> U := <-5|3|-1>;

U := [−5, 3, −1]

> U1:=Normalize(<-5|3|-1>,Euclidean);

U1 :=

[
−1

7

√
35,

3

35

√
35, − 1

35

√
35

]
За допомогою команди Basis([V1,V2,. . . ,Vk]) пакета Linear

Algebra можна визначати базис для набору векторiв V1,V2,. . . ,
Vk.

Приклад 8.5. Визначити базис для множини векторiв:
−→v1 = (1; 0; 0; 2) ; −→v2 = (1;−1; 0; 0) ; −→v3 = (−1; 1; 0; 1) ;
−→v4 = (1; 6; 0; 5) ; −→v5 = (1; 1; 0; 0).

> with(LinearAlgebra):

> V1:=<1|0|0|2>;

V1 := [1, 0, 0, 2]

> V2:=<1|-1|0|0>;

V2 := [1, −1, 0, 0]

> V3:=<-1|1|0|1>;

V3 := [−1, 1, 0, 1]

> V4:=<1|6|0|5>;

V4 := [1, 6, 0, 5]

> V5:=<1|1|0|0>;

V5 := [1, 1, 0, 0]

> bas:=Basis([V1,V2,V3,V4,V5]);

bas := [[1, 0, 0, 2], [1, −1, 0, 0], [−1, 1, 0, 1]]

Використовуючи пакет LinearAlgebra, за допомогою команди
VectorAngle(U, V), можна знаходити кут мiж векторами (U, V).

Приклад 8.6. Знайти кут мiж векторами u⃗ = (−5; 3;−1) та
v⃗ = (−1; ;−6; 2) .

> with(LinearAlgebra):

> U := <-5|3|-1>;
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U := [−5, 3, −1]

> V:=<-6|-9|3>;

V := [−6, −9, 3]

> VectorAngle(U,V);

1

2
π

Зa допомогою команди innerprod знаходиться скалярний до-
буток векторiв.

Приклад 8.7. Знайти скалярний добуток векторiв v⃗1 = (1; 5; 3)
та v⃗2 = (0; 2; 5).

> with(linalg):

Warning, the protected names norm and trace have been
redefined and unprotected

> v1:=<1|5|3>;

v1 := [1, 5, 3]

> v2:=<0|2|5>;

v2 := [0, 2, 5]

> innerprod(v1,v2);

25

Зa допомогою команди crossprod знаходиться векторний до-
буток векторiв.

Приклад 8.8. Знайти векторний добуток векторiв v⃗1 = 2⃗i +

+ 11⃗j − 10k⃗ та v⃗2 = 3⃗i+ 6⃗j − 2k⃗.
> with(linalg):

Warning, the protected names norm and trace have been
redefined and unprotected

> v1:=<2|11|-10>;

v1 := [2, 11, −10]

> v2:=<3|6|-2>;

v2 := [3, 6, −2]

> crossprod(v1,v2);
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[38, −26, −21]

Оскiльки мiшаним добутком a⃗ b⃗ c⃗ упорядкованої трiйки ве-
кторiв a⃗, b⃗, c⃗ називається число, що дорiвнює векторному

добутку векторiв a⃗× b⃗, помноженому скалярно на вектор c⃗:

a⃗ b⃗ c⃗ =
(
a⃗× b⃗

)
· c⃗,

то його можна знаходити послiдовним виконанням команд cros-
sprod та innerprod.

Приклад 8.9. Знайти мiшаний добуток векторiв v⃗1 = −4⃗i −
− 3⃗j − 9k⃗, v⃗2 = i⃗− k⃗, v⃗3 = −5⃗i− 4⃗j + 3k⃗.

> with(linalg):

Warning, the protected names norm and trace have been
redefined and unprotected

> v1:=<-4|-3|-9>;

v1 := [−4, −3, −9]

> v2:=<1|0|-1>;

v2 := [1, 0, −1]

> v3:=<-5|-4|3>;

v3 := [−5, −4, 3]

> v4:=crossprod(v1,v2);

v4 := [3, −13, 3]

> innerprod(v4,v3);

46

8.4 Розв’язування задач

Задача 8.1. Виконати розрахунок заробiтної плати, що при-
падає на кожне замовлення при виготовленнi рiзних деталей,
якщо вiдомi наступнi данi:
а) затрати робочого часу (в годинах) на кожному робочому мi-
сцi i на кожен вирiб задано у виглядi таблицi:
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Вирiб Затрати на робочому мiсцi
1 2 3 4 5 6

A 2 1 4 3 0 5
B 0 2 3 1 4 0

C 4 2 5 3 0 0
або в матричнiй формi:

P =

 2 1 4 3 0 5
0 2 3 1 4 0
4 2 5 3 0 0

 ;

б) кiлькiсть виробiв (у штуках) у кожному замовленнi задано
у виглядi таблицi:
Замовлення Кiлькiсть виробiв

A B C

K 3 7 8

L 0 2 6

M 9 4 5
або в матричнiй формi:

Q =

 3 7 8
0 2 6
9 4 5

 ;

в) погодинна заробiтна плата (у гривнях) на кожному робочо-
му мiсцi наведена у виглядi таблицi:
Робоче мiсце Погодинна заробiтна пла-

та
1 103,5

2 142,8

3 253,5

4 167,5

5 142,5

6 127,8
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або в матричнiй формi:

Z =



1 103, 5
2 142, 8
3 253, 5
4 167, 5
5 142, 5
6 127, 8

 .

Розв’язання
Матриця Z задає лiнiйну залежнiсть мiж величиною пого-

динної заробiтної плати та затратами робочого часу на кожно-
му робочому мiсцi, матриця P — мiж затратами робочого часу
на кожному робочому мiсцi i випуском виробiв, то добуток PZ
задає лiнiйну залежнiсть мiж випуском виробiв i величиною за-
робiтної плати.

Матриця Q визначає кiлькiсть виробiв у кожному замовлен-
нi, тодi добуток Q (PZ) визначає величину заробiтної плати, що
припадає на виконання кожного замовлення.

Знайдемо матрицю

X = Q (PZ) ,

використавши пакет символьних обчислень Maple:
> with(linalg):

Warning, the protected names norm and trace have been
redefined and unprotected

> P:=matrix([[2,1,4,3,0,5],[0,2,3,1,4,0],

[4,2,5,3,0,0]]);

P :=

 2 1 4 3 0 5
0 2 3 1 4 0
4 2 5 3 0 0


> Q:=matrix([[3,7,8],[0,2,6],[9,4,5]]);

Q :=

 3 7 8
0 2 6
9 4 5


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> Z:=matrix([[1,10.35],[2,14.28],[3,25.35],

[4,16.75],[5,14.25],[6,12.78]]);

Z :=



1 10.35
2 14.28
3 25.35
4 16.75
5 14.25
6 12.78


> X:=evalm(Q&*P&*Z);

X :=

 713 3975.79
284 1838.48
845 4203.01


Таким чином, для виконання замовлення K потрiбно на за-

робiтну плату 397579 гривень, замовлення L — 1838,48 гривень,
замовлення M — 4203,01 гривень.

Задача 8.2. Є три сплави срiбла i мiдi масою 5, 3 i 2 кг. Обчи-
слити пробу кожного злитка, знаючи, що будучи сплавленими
попарно, вони дають: перший i другий — сплав 750-ї проби, пер-
ший i третiй — сплав 780-ї проби, а другий i третiй — сплав
852-ї проби.

Розв’язання
Нехай проба першого злитка x, другого — y, третього — z.

Тодi срiбла в першому злитку 5x кг, у другому — 3y кг, у тре-
тьому — 2z кг. Вiдповiдно до умови задачi маємо систему:

5x+ 3y = 750 · (5 + 3) ;
5x+ 2z = 780 · (5 + 2) ;
3y + 2z = 852 · (3 + 2) ,

або


5x+ 3y = 6000;
5x+ 2z = 5460;
3y + 2z = 4260.

Запишемо систему у матричнiй формi: AX = B, де

A =

 5 3 0
5 0 2
0 3 2

, X =

 x
y
z

, B =

 6000
5460
4260

. Звiдси:

X = A−1B.

Знаходимо проби злиткiв x, y, z:
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> with(linalg):

> A:=matrix([[5,3,0],[5,0,2],[0,3,2]]);

A :=

 5 3 0
5 0 2
0 3 2


> det(A);

−60

> A1:=inverse(A);

A1 :=



1

10

1

10

−1

10
1

6

−1

6

1

6
−1

4

1

4

1

4


> B:=matrix([[6000],[5460],[4260]]);

B :=

 6000
5460
4260


> X:=evalm(A1&*B);

X :=

 720
800
930


Маємо вiдповiдь: перший злиток 720-ї, другий — 800-ї, третiй

— 930-ї проби.

Задача 8.3. Улюблений запас їжi для хом’ячкiв складається
iз змiшування трьох типiв корму: Kay Dee Food, Pet Pellets,
Rodent Chow. Для правильного харчування тварин потрiбно за-
безпечити щоденний рацiон по бiлках, жирах, вуглеводах. При-
пустимо, що хом’ячки щоденно вимагають 340мг бiлка, 280мг
жиру i 440мг вуглеводiв.

Кiлькiсть бiлкiв, жирiв, вуглеводiв у кожному видi кормiв
визначається наступною таблицею:
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Вмiст корму Назва корму
Kay Dee
Food

Pet Pellets Rodent
Chow

Бiлки (мг) 10 0 20

Жири (мг) 10 20 10

Вуглеводи
(мг)

5 10 30

Скiльки грам щоденно потрiбно видiляти кожного типу
кормiв, щоб задовольнити харчовi потреби хом’ячка?

Розв’язання
Нехай для рацiонального харчування хом’ячка щоденно по-

трiбно видiляти:
x — грам корму Kay Dee Food;
y — грам корму Pet Pellets;
z — грам корму Rodent Chow.
Тодi, вiдповiдно до умови задачi, матимемо систему:

10x + 0y + 20z = 340;
10x + 20y + 10z = 280;
5x + 10y + 30z = 440.

Перепишемо її у матричнiй формi: AX = B, де

A =

 10 0 20
10 20 10
5 10 30

 , B =

 340
280
440

 , X =

 x
y
z

 .

Розв’яжемо матричне рiвняння AX = B:

X = A−1 ·B.

Використаємо ПСО Maple:
> with(linalg):

Warning, the protected names norm and trace have been
redefined and unprotected
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> A:=matrix([[10,0,20],[10,20,10],[5,10,30]]);

A :=

 10 0 20
10 20 10
5 10 30


> det(A);

5000 ̸= 0

> A1:=inverse(A);

A1 :=



1

10

1

25

−2

25
−1

20

1

25

1

50

0
−1

50

1

25


> B:=matrix([[340],[280],[440]]);

B :=

 340
280
440


> X:=evalm(A1&*B);

X :=

 10
3

12


Отже, для повноцiнного харчування хом’ячка щоденно до

харчового рацiону потрiбно включати 10 г корму Kay Dee Food,
3 г корму Pet Pellets, 12 г корму Rodent Chow.

Задача 8.4. Зв’язок мiж контурними струмами задано зa до-
помогою системи лiнiйних рiвнянь:

14I1 −5I2 = −10;
−5I1 +17I2 −2I3 = 10;

−2I2 +5I3 = −8.

Знайдiть цi струми.

Розв’язання
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Розв’яжемо систему зa допомогою формул Крамера:

I1 =
∆I1

∆
; I2 =

∆I2

∆
; I3 =

∆I3

∆
,

де

∆ =

∣∣∣∣∣∣
14 −5 0
−5 17 −2
0 −2 5

∣∣∣∣∣∣, ∆I1 =

∣∣∣∣∣∣
−10 −5 0
10 17 −2
−8 −2 5

∣∣∣∣∣∣ ,
∆I2 =

∣∣∣∣∣∣
14 −10 0
−5 10 −2
0 −8 5

∣∣∣∣∣∣, ∆I3 =

∣∣∣∣∣∣
14 −5 −10
−5 17 10
0 −2 −8

∣∣∣∣∣∣.
> with(linalg):

Warning, the protected names norm and trace have been
redefined and unprotected

> A:=matrix([[14,-5,0],[-5,17,-2],[0,-2,5]]);

A :=

 14 −5 0
−5 17 −2
0 −2 5


> det(A);

1009

> A1:=matrix([[-10,10,-8],[-5,17,-2],[0,-2,5]]);

A1 :=

 −10 10 −8
−5 17 −2
0 −2 5


> det(A1);

−640

> A2:=matrix([[14,-5,0],[-10,10,-8],[0,-2,5]]);

A2 :=

 14 −5 0
−10 10 −8

0 −2 5


> det(A2);

226

> A3:=matrix([[14,-5,0],[-5,17,-2],[-10,10,-8]]);
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A3 :=

 14 −5 0
−5 17 −2

−10 10 −8


> det(A3);

−1524

> I1=det(A1)/det(A);

I1 =
−640

1009
> I2:=det(A2)/det(A);

I2 :=
226

1009
> I3:=det(A3)/det(A);

I3 :=
−1524

1009
Отже, I1 = − 640

1009 A; I2 =
226
1009 A; I3 = −1524

1009 A.

Задача 8.5. Трикутник ABC задано за допомогою координат
його вершин: A(1; 2; 1), B(3;−1; 7), C(7; 4;−2). Обчислити вну-
трiшнi кути цього трикутника, переконатися, що цей трику-
тник рiвнобедрений.

Розв’язання
Розглянемо вектори −→v1 =

−−→
AB = (2;−3; 6), −→v2 =

−→
AC =

= (6; 2;−3), −→v3 =
−−→
BA = (−2; 3;−6), −→v4 =

−−→
BC = (4; 5;−9),

−→v5 =
−→
CA = (−6;−2; 3), −→v6 =

−−→
CB = (−4;−5; 9). Величину

кута A знайдемо як величину кута мiж векторами
−−→
AB i

−→
AC,

кута B —
−−→
BC i

−−→
BA, кута C —

−→
CA i

−−→
CB:

> with(LinearAlgebra):

> V1 := <2|-3|6>;

V1 := [2, −3, 6]

> V2:=<6|2|-3>;

V2 := [6, 2, −3]

> A:=VectorAngle(V1, V2);
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A := π − arccos

(
12

49

)
> V3:=<-2|3|-6>;

V3 := [−2, 3, −6]

> V4:=<4|5|-9>;

V4 := [4, 5, −9]

> B:=VectorAngle(V3, V4);

B := arccos

(
1

14

√
122

)
> V5:=<-6|-2|3>;

V5 := [−6, −2, 3]

> V6:=<-4|-5|9>;

V6 := [−4, −5, 9]

> C:=VectorAngle(V5, V6);

C := arccos

(
1

14

√
122

)
Одержали: ∠B = ∠C = arccos

(√
122
14

)
. Отже, трикутник

ABC — рiвнобедрений.

Задача 8.6. Три сили F⃗1(2; 3; 5), F⃗2(4;−3; 2), F⃗3(1;−4;−2) при-
кладенi до однiєї точки. Обчислити роботу, яку виконає рiвно-
дiйна цих сил, коли точка прикладання, рухаючись прямолiнiй-
но, перемiститься з точки A (4; 2;−8) у точку B (3;−2;−5).

Розв’язання
Iз курсу фiзики вiдомо, що робота A сили F⃗ при пере-

мiщеннi матерiальної точки з початку в кiнець вектора S⃗,
який утворює з вектором F⃗ кут α, знаходиться за формулою
A =

∣∣∣F⃗ ∣∣∣ ∣∣∣S⃗∣∣∣ cosα або A = F⃗ · S⃗. Згiдно умови S⃗ =
−−→
AB =

= (−1;−4; 3). Задамо вектори F⃗1(2; 3; 5), F⃗2(4;−3; 2),
F⃗3(1;−4;−2) та знайдемо їх рiвнодiйну

> with(linalg):
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Warning, the protected names norm and trace have been
redefined and unprotected

> F1:=<2|3|5>;

F1 := [2, 3, 5]

> F2:=<4|-3|2>;

F2 := [4, −3, 2]

> F3:=<1|4|-2>;

F3 := [1, 4, −2]

> F=F1+F2+F3;

F = [7, 4, 5]

> F4:= vector(3, [7,4,5]);

F4 := [7, 4, 5]

> S:=vector(3,[-1,-4,3]);

S := [−1, −4, 3]

> A:=innerprod(F4,S);

A := −8

> abs(%);

8

Вiдповiдь: 8 Дж.

Задача 8.7. Обчислити площу паралелограма, побудованого на
векторах a⃗ = 8⃗i+ 4⃗j + k⃗ та b⃗ = 2⃗i− 2⃗j + k⃗.

Розв’язання
Скористаємося геометричною властивiстю векторного добу-

тку: модуль векторного добутку неколiнеарних векторiв, вiдне-
сених до спiльного початку, дорiвнює площi паралелограма, по-
будованого на цих векторах.

Задамо вектори a⃗ = 8⃗i+4⃗j+ k⃗ i b⃗ = 2⃗i− 2⃗j+ k⃗ та знайдемо
їх векторний добуток:

> with(linalg):

Warning, the protected names norm and trace have been
redefined and unprotected
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> F1:=<8|4|1>;

F1 := [8, 4, 1]

> F2:=<2|-2|1>;

F2 := [2, −2, 1]

> B:=crossprod(F1,F2);

B := [6, −6, −24]

Модуль (вiдстань мiж початком i кiнцем) знайденого ве-
ктора дорiвнює шуканiй площi:

> with(student):

> S:=distance([0,0,0],[6,-6,-24]);

S := 18
√
2

Вiдповiдь: 18
√

(2) кв. од.

Задача 8.8. Сила
−→
F = (2;−4; 5) прикладена до точки A (4;−2; 3).

Визначити момент цiєї сили вiдносно точки C (3; 2;−1).

Розв’язання
Момент сили

−→
F , прикладеної в точцi A вiдносно точки C

визначається векторним добутком

−→
M =

−→
CA×−→

F .

Задамо вектори
−→
F 1 =

−→
CA = (1;−4; 4) i

−→
F = (2;−4; 5) та

знайдемо їх векторний добуток:
> with(linalg):

Warning, the protected names norm and trace have been
redefined and unprotected

> F1:=<1|-4|4>;

F1 := [1, −4, 4]

> F:=<2|-4|5>;

F := [2, −4, 5]

> M:=crossprod(F1,F);

M := [−4, 3, 4]
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Задача 8.9. Знайти об’єм паралелепiпеда, побудованого на за-
даних векторах: a⃗ = 2⃗i+ 2⃗j + 3k⃗, b⃗ = 3⃗i+ j⃗ + 2k⃗, c⃗ = i⃗+ 3⃗j + k⃗.

Розв’язання
Об’єм паралелепiпеда, побудованого на векторах a⃗, b⃗, c⃗, до-

рiвнює модулю мiшаного добутку цих векторiв

V =
∣∣∣⃗a b⃗ c⃗∣∣∣ .

Задамо вектори a⃗, b⃗, c⃗ та знайдемо об’єм паралелепiпеда:
> with(linalg):

Warning, the protected names norm and trace have been
redefined and unprotected

> a:=<2|2|3>;

a := [2, 2, 3]

> b:=<3|1|2>;

b := [3, 1, 2]

> c:=<1|3|1>;

c := [1, 3, 1]

> d:=crossprod(a,b);

d := [1, 5, −4]

> d1:= vector(3, [1,5,-4]);

d1 := [1, 5, −4]

> c1:=vector(3, [1,3,1]);

c1 := [1, 3, 1]

> innerprod(d1,c1);

12

Вiдповiдь: 12 куб. од.

Задача 8.10. Обчислити об’єм тетраедра, вершини якого зна-
ходяться у точках A (2;−1; 1), B (5; 5; 4), C (3; 2;−1) i D (4; 1; 3)

Розв’язання
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Об’єм тетраедра, побудованого на векторах
−−→
AB,

−→
AC i

−−→
AD,

дорiвнює однiй шостiй об’єму паралелепiпеда, побудованого на
цих же векторах.

Модуль мiшаного добутку a⃗ b⃗ c⃗ дорiвнює об’єму паралелепi-
педа, побудованого на векторах a⃗, b⃗ i c⃗, вiднесених до спiльного
початку:

V =
∣∣∣⃗a b⃗ c⃗∣∣∣ .

Знайдемо координати векторiв
−−→
AB,

−→
AC i

−−→
AD:

−−→
AB = (3; 6; 3) ;

−→
AC = (1; 3;−2) ;

−−→
AD = (2; 2; 2) .

Знайдемо спочатку векторний добуток
−−→
AB×

−→
AC, а потiм ска-

лярний добуток вектора
−−→
AB ×−→

AC на вектор
−−→
AD:

> restart;

> with(linalg):

Warning, the protected names norm and trace have been
redefined and unprotected

> a:=<3|6|3>;

a := [3, 6, 3]

> b:=<1|3|-2>;

b := [1, 3, −2]

> c:=<1|3|1>;

c := [1, 3, 1]

> d:=crossprod(a,b);

d := [−21, 9, 3]

> V:=dotprod(d, c);

V := 9

Отже, об’єм паралелепiпеда, побудованого на векторах
−−→
AB,−→

AC i
−−→
AD :

Vп. =
∣∣∣(−−→AB ×

−→
AC
)
·
−−→
AD

∣∣∣ = 9.
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Оскiльки об’єм тетраедра, побудованого на векторах
−−→
AB,

−→
AC

i
−−→
AD, дорiвнює однiй шостiй об’єму паралелепiпеда, побудова-

ного на цих же векторах, то

Vт =
1

6
· 9 =

3

2
= 1, 5 (куб.од.).

Вiдповiдь: 1,5 куб. од.

8.5 Завдання для самостiйного виконання

1. Задати матрицю A ромiрностi 3× 3 :

A =

 1 −4 0
3 9 1
0 1 12

 .

а). Роздрукувати мiнор матрицi A, який вiдповiдає елемен-
ту другого рядку другого стовпчика;

б) знайти ранг матрицi A;

в) задати матрицю AT , транспоновану до матрицi А;

г) знайти визначники матриць А та АT ;

д) знайти матрицi оберненi, до матриць А та АT ;

е) перемножити матрицi А та АT ;

є) зайти суму матриць А та АT ;

ж) помножити матрицю А на чотири.

2. Знайти матрицю −4A+5B та добуток матриць А i B, якщо

A =

 −4 −23 −8
0 −5 −9
2 −8 11

 , B =

 4 22 −7
1 4 −6
7 10 −8

 .

3. Задати вектори-рядки v⃗1 = (1, 3, 5, 6) та v⃗2 = (7, −4, 3, 7).

а) Знайти лiнiйну комбiнацiю векторiв −5v⃗1 + 4v⃗2;
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б) знайти добуток вектора v⃗1 на вектор v⃗2;

в) нормалiзувати вектор v⃗1.

4. Визначити базис для сукупностi векторiв: v⃗1 = (−4; 3; 0;−2) ;

v⃗2 = (−1;−1; 3; 0) ; v⃗3 = (−1; 1; 0; 1) ; v⃗4 = (1;−6; 0; 5) ;

v⃗5 = (1; 1; 9; 0).

5. Знайти кут мiж векторами a⃗ = (−7; 3; 1) та b⃗ = (−1;−6; 12) .

6. Знайти скалярний добуток векторiв v⃗1 = (−1; 5;−3) та
v⃗2 = (0; 12; 7).

7. Знайти векторний добуток векторiв v⃗1 = −4⃗i + 12⃗j − 11k⃗

та v⃗2 = 4⃗i+ 8⃗j − 2k⃗.

8. Знайти мiшаний добуток векторiв v⃗1 = 4⃗i − 7⃗j − 4k⃗, v⃗2 =

= 4⃗i− k⃗, v⃗3 = −5⃗i− 4⃗j + 10k⃗.



9

Обчислення границь.
Суми i ряди

9.1 Обчислення границь

Maple успiшно справляється з обчисленням границi функцiї
в точцi, знаходить одностороннi границi, границю функцiї при
прямуваннi незалежної змiнної до нескiнченностi.

У Maple можна легко задавати ряди та обчислювати їхнi су-
ми, розкладати функцiї в ряди.

Обчислення границь здiйснюється за допомогою команди li-
mit(f,x=).

Якщо в командi limit(f,x=), замiнити l на L, то команда Li-
mit(f,x=) роздрукує аналiтичний запис границi.

Наприклад:
> Limit((x+5),x=1);

lim
x→1

(x+ 5)

> limit(x+5,x=1);

6

> Limit((x^2-5*x-14)/(2*x^2+x-6),x=2);

lim
x→2

x2 − 5x− 14

2x2 + x− 6

107
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> limit((x^2-5*x-14)/(2*x^2+x-6),x=2);

−5

> Limit((x^2-5*x-14)/(2*x^2+x-6),x=-2);

lim
x→(−2)

x2 − 5x− 14

2x2 + x− 6

> limit((x^2-5*x-14)/(2*x^2+x-6),x=-2);

9

7
> Limit((x^2-5*x-14)/(2*x^2+x-6),x=infinity);

lim
x→∞

x2 − 5x− 14

2x2 + x− 6
> limit((x^2-5*x-14)/(2*x^2+x-6),x=infinity);

1

2
> Limit((3*x*tan(2*x))/(sin(3*x))^2,x=0);

lim
x→0

3
x tan(2x)

sin(3x)2

> limit((3*x*tan(2*x))/(sin(3*x))^2,x=0);

2

3
> Limit((1-sqrt(x))/(1-x^(1/3)),x=1);

lim
x→1

1−
√
x

1− x(1/3)

> limit((1-sqrt(x))/(1-x^(1/3)),x=1);

3

2
> Limit(sqrt(x^2+2*x)-sqrt(x^2+x),x=infinity);

lim
x→∞

(
√
x2 + 2x−

√
x2 + x)

> limit(sqrt(x^2+2*x)-sqrt(x^2+x),x=infinity);

1

2
> Limit(((2*x-5)/(2*x+1))^(x-1),x=infinity);
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lim
x→∞

(
2x− 5

2x+ 1
)(x−1)

> limit(((2*x-5)/(2*x+1))^(x-1),x=infinity);

e(−3)

> Limit(((t-3)/(t+2))^(2*t+1),t=infinity);

lim
t→∞

(
t− 3

t+ 2
)(2 t+1)

> limit(((t-3)/(t+2))^(2*t+1),t=infinity);

e(−10)

> Limit((1-2*x)^(1/x),x=0)=limit((1-2*x)^(1/x),x=0);

lim
x→0

(1− 2x)(
1
x
) = e(−2)

У командi limit(f,x=) може бути необов’язковий параметр dir,
який набуває одне iз наступних значень: left (границя злiва),
right (границя справа), real (дiйсний), complex (комплексний).
Проiлюструємо зазначене прикладами.

Приклади:
> Limit(x^3/(x^2+x-2),x=1,left)=

limit(x^3/(x^2+x-2),x=1,left);

lim
x→1−

x3

x2 + x− 2
= −∞

> Limit(x^3/(x^2+x-2),x=1,right)=

limit(x^3/(x^2+x-2),x=1,right);

lim
x→1+

x3

x2 + x− 2
= ∞

> Limit(1/(1+exp(1/x)),x=0,left)=

limit(1/(1+exp(1/x)),x=0,left);

lim
x→0−

1

1 + e(
1
x
)
= 1

> Limit(1/(1+exp(1/x)),x=0,right)=

limit(1/(1+exp(1/x)),x=0,right);

lim
x→0+

1

1 + e(
1
x
)
= 0

> limit(5*exp(x), x=infinity);
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∞
> limit(6*exp(x), x=-infinity);

0

> limit(4*exp(x), x=infinity,real);

undefined

> limit(1/(x-3), x=3, right);

∞
> limit(1/(x-3), x=3, left);

−∞
> limit(1/(x-3), x=0);

−1

3
> limit(1/x, x=0, real);

undefined

> limit(1/(x-3), x=2*I, complex);

−3

13
− 2

13
I

> limit(1/x, x=infinity, real);

0

> limit(-x, x=infinity, complex);

−∞+∞ I

9.2 Суми i ряди

Для операцiї сумування використовуються команди:
sum(expr,var=var1..var2) або Sum(expr,var=var1..var2).

Нагадаємо, що при використаннi команди, назва якої почи-
нається з маленької букви, сумування проводиться одразу, а для
виконання Sum потрiбно додатково дати команду value.

У цьому випадку expr — вираз, який залежить вiд змiнної
сумування var, а var1..var2 — межi сумування. Межi сумування
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можуть бути скiнченими, нескiнченними або вiдсутнiми. У скiн-
чених сумах дiапазон сумування може мiстити як числовi, так i
символьнi значення.

Покажемо застосування даних команд на конкретних при-
кладах.

Приклад 9.1. Знайти суму n перших членiв послiдовностi{
2n + 3n

6n

}
.

> Sum(’(2^n+3^n)/6^n’, ’n’=1..n);

n∑
n=1

2n + 3n

6n

> value(Sum(’(2^n+3^n)/6^n’, ’n’=1..n));

−3

2
(
1

3
)(n+1) − 2 (

1

2
)(n+1) +

3

2
Наведемо бiльш наочнiше оформлення розв’язання цього при-

кладу.

Приклад 9.2. Знайти суму n перших членiв послiдовностi{
2n + 3n

6n

}
.

> Sum(’(2^n+3^n)/6^n’, ’n’=1..n)=

sum(’(2^n+3^n)/6^n’, ’n’=1..n);

n∑
n=1

2n + 3n

6n
= −3

2
(
1

3
)(n+1) − 2 (

1

2
)(n+1) +

3

2

Maple в одному рядку подає умову i вiдповiдь.

Приклад 9.3. Знайти суму n перших членiв послiдовностi{
1

n (n+ 1) (n+ 2)

}
.

> Sum(’(1/(n*(n+1)*(n+2)))’, ’n’=1..n)=

sum(’(1/(n*(n+1)*(n+2)))’, ’n’=1..n);

n∑
n=1

1

n (n+ 1) (n+ 2)
= −1

2

1

(n+ 1) (n+ 2)
+

1

4
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Приклад 9.4. Знайти суму n перших членiв послiдовностi{
arctg

1

n2 + n+ 1

}
.

> Sum(’(arctan(1/(n^2+n+1)))’, ’n’=1..n)=

sum(’(arctan(1/(n^2+n+1)))’, ’n’=1..n);

n∑
n=1

arctan

(
1

n2 + n+ 1

)
=

n∑
n=1

arctan

(
1

n2 + n+ 1

)
Якщо Maple не спроможний знайти суму, то вiн просто повто-

рює команду сумування, що й спостерiгається в попередньому
прикладi.

Приклад 9.5. Знайти суму 20 перших членiв послiдовностi
{n} .

> Sum(’n’, ’n’=1..20)=sum(’n’, ’n’=1..20);

20∑
n=1

n = 210

Приклад 9.6. Знайти суму членiв послiдовностi
{
n2
}

вiд n = 5
до n = 10.

> Sum(’n^2’, ’n’=5..10)=sum(’n^2’, ’n’=5..10);

10∑
n=5

n2 = 355

Приклад 9.7. Знайти суму членiв послiдовностi
{
n3
}

вiд n = a
до n = b.

> Sum(’n^3’, ’n’=a..b)=sum(’n^3’, ’n’=a..b);

b∑
n=a

n3 =
1

4
(b+ 1)4 − 1

2
(b+ 1)3 +

1

4
(b+ 1)2 − 1

4
a4 +

1

2
a3 − 1

4
a2

Команда Sum може бути використана i при сумуваннi рядiв.
При цьому права межа дiапазону змiнної сумування позначає-
ться infinity.

Приклад 9.8. Знайти суму ряду
∞∑
n=2

1
n2−1

.
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> Sum(’1/(n^2-1)’, ’n’=2..infinity)=

sum(’1/(n^2-1)’, ’n’=2..infinity);

∞∑
n=2

1

n2 − 1
=

3

4

Приклад 9.9. Знайти суму ряду
∞∑
n=0

2n(n+1)
n! .

> Sum(’2^n*(n+1)/n!’, ’n’=0..infinity)=

sum(’2^n*(n+1)/n!’, ’n’=0..infinity);

∞∑
n=0

2n (n+ 1)

n!
= 3 e2

Приклад 9.10. Знайти суму ряду
∞∑
n=0

n2+1
2nn! x

n.

> Sum(’((n^2+1)/(2^n*n!)*x^n)’,

’n’=0..infinity)=sum(’((n^2+1)/(2^n*n!)*x^n)’,

’n’=0..infinity);

∞∑
n=0

(n2 + 1)xn

2n n!
= e(1/2x) +

1

2
e(1/2x) x+

1

4
e(1/2x) x2

Команда series (вираз, x=a, [n]) розкладає в степеневий уза-
гальнений ряд вирази i функцiї, якi заданi першим параметром
в околi точки x=a, якщо другий параметр взяти просто x, то
знайдемо розклад виразу в околi точки x=0. Третiй параметр
необов’язковий, вiн повинен бути цiлим додатнiм числом, яке
визначає порядок утримування членiв у розкладi функцiї.

Приклад 9.11. Розкласти у степеневi ряди функцiї: y = ex,
y = sinx, y = cosx, y = (1 + x)m.

> series(exp(x),x,10);

1 + x+
1

2
x2 +

1

6
x3 +

1

24
x4 +

1

120
x5 +

1

720
x6

+
1

5040
x7 +

1

40320
x8 +

1

362880
x9 +O(x10)

> series(sin(x),x,10);
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x− 1

6
x3 +

1

120
x5 − 1

5040
x7 +

1

362880
x9 +O(x10)

> series(cos(x),x,10);

1− 1

2
x2 +

1

24
x4 − 1

720
x6 +

1

40320
x8 +O(x10)

> series((1+x)^m,x,5);

1 +mx+
1

2
m (m− 1)x2 +

1

6
m (m− 1) (m− 2)x3+

1

24
m (m− 1) (m− 2) (m− 3)x4 +O(x5)

За допомогою команди taylor виконується розклад у ряд Тей-
лора функцiї однiєї змiнної в околi точки x=а по степенях (x-a).

Приклад 9.12. Розкласти у ряд Тейлора в околi точки x = 1
функцiю y = e−x2 .

> taylor(exp(-x^2),x=1,7);

e(−1) − 2 e(−1) (x− 1) + e(−1) (x− 1)2 +
2

3
e(−1) (x− 1)3−

−5

6
e(−1) (x− 1)4 +

1

15
e(−1) (x− 1)5 +

23

90
e(−1)(x− 1)6+

+O((x− 1)7)

Приклад 9.13. Розкласти у ряд Тейлора в околi точки x = 0
функцiю y = x

1+x−2x2 .

> taylor(x/(1+x-2*x^2),x=0,10);

x− x2 + 3x3 − 5x4 + 11x5

−21x6 + 43x7 − 85x8 + 171x9 +O(x10)

9.3 Побудова графiкiв перiодичних функцiй
i графiкiв часткових сум ряду Фур’є

Побудова графiкiв перiодичних функцiй, що виражаються
через перiодичнi тригонометричнi функцiї, виконується стан-
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дартними методами побудови графiкiв. Iнша справа якщо пе-
рiодична функцiя являє собою перiодичне поширення на всю
числову вiсь довiльного виразу, заданого на якомусь промiжку.
У цьому випадку побудова графiкiв таких перiодичних функцiй
зводиться до задання функцiї на цьому промiжку i подальшо-
го поширення графiка цiєї функцiї на всю числову вiсь. У ре-
зультатi виходить послiдовнiсть однакових графiкiв, змiщених
на перiод.

Приклад 9.14. Побудувати графiк перiодичної функцiї, зада-
ної умовами:

f(x) =


2, при −2 ≤ x < −1;
−2x, при −1 ≤ x < 0; перiод T = 4.
x2, при 0 ≤ x < 2,

Розв’язання
Спочатку задамо функцiю на промiжку [−2; 2) за допо-

могою функцiї piecewise, яка визначає кусково задану фун-
кцiю:

> f := proc (x) options operator,

arrow; piecewise (x < -2, 0, x < -1, 2, x < 0,

-2*x, x < 2, x^2,0) end proc;

Потiм задамо значення перiоду i визначимо необхiдне для
вiдображення число перiодичних побудов у виглядi послiдов-
ностi графiкiв P [k]:

> T := 4; -1; for k from -3 to 3 do P[k] :=

plot(f(x+T*k), x = -2-T*k .. 2-T*k, discont =

true, thickness = 2) end do; -1

Вiдобразимо графiки в одному вiкнi:
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Перiодичнi функцiї розкладаються в ряд Фур’є за тригоно-
метричною системою функцiй. Ряд Фур’є для функцiй з перiо-
дом T = 2l має вигляд

a0
2

+
∞∑
n=1

(
an cos

nπx

l
+ bn sin

nπx

l

)
, (9.1)

де коефiцiєнти ряду Фур’є знаходяться за формулами:

a0 =
1

l

l∫
−l

f(x)dx, (9.2)

an =
1

l

l∫
−l

f(x) cos
nπx

l
dx, (9.3)

bn =
1

l

l∫
−l

f(x) sin
nπx

l
dx. (9.4)

Приклад 9.15. Знайти коефiцiєнти ряду Фур’є перiодичної фун-
кцiї, заданої умовами:

f(x) =


2, при −2 ≤ x < −1;
−2x, при −1 ≤ x < 0; перiод T = 4

x2, при 0 ≤ x < 2,
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та побудувати в одному вiкнi графiк функцiї i часткової суми
S10 отриманого ряду Фур’є.

Розв’язання
За формулами 9.2–9.4, використовуючи задання функцiї,

знайдемо коефiцiєнти ряду Фур’є:
> assume(n, integer);

> a[0] := (1/2)*(int(f(x), x = -2 .. 2));

a0 :=
17

6
> a[n]:=simplify((1/2)*(int(f(x)*cos((1/2)*n*Pi*x),

x = -2 .. 2)));

an := 4
cos (1/2nπ)− 1 + 2 (−1)n

n2π2

> b[n] := simplify((1/2)*(int(f(x)*sin((1/2)*n*Pi*x),

x = -2 .. 2)));

bn := 2
(−1)1+n n2π2 − 2 sin (1/2nπ)nπ − 4 + 4 (−1)n

n3 π3
.

Визначимо графiчний об’єкт P0 у виглядi послiдовностi
графiкiв перiодичнiй функцiї, визначених у попередньому
пунктi:

> P0 := seq(P[k], k = -3 .. 3):

Знаходимо часткову суму S10 i будуємо графiки перiоди-
чної функцiї та цiєї часткової суми:

> S[10] := (1/2)*a[0]+sum(a[n]*cos((1/2)*n*Pi*x)+

b[n]*sin((1/2)*n*Pi*x), n = 1 .. 10):

> P1 := plot(S[10], x = -14 .. 14):

> display(P0, P1);
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За графiком, часткова сума S10 добре апроксимує перiоди-
чну функцiю далеко вiд точок розриву. Для точок, близьких до
точок розриву, необхiдно брати частковi суми з великим числом
доданкiв.

9.4 Завдання для самостiйного виконання

1. Знайти границю:

1) lim
x→0

x2−1
2x2−x−1

; 2) lim
x→0

(1+x)(1+2x)(1+3x)−1
x ;

3) lim
x→∞

(2x−3)20(3x+2)30

(2x+1)50
; 4) lim

x→1

x3−3x+2
x4−4x+3

;

5) lim
x→2

(x2−x−2)20

(x2−12x+16)10
; 6) lim

x→+∞

√
x+

√
x+

√
x

√
x+1

;

7) lim
x→8

√
9+2x−5
3
√
x−2

; 8) lim
x→0

3
√

1+x
3
− 4
√

1+x
4

1−
√

1−x
2

;

9) lim
x→π

3

tg3 x−3 tg x

cos(x+π
6 )

; 10) lim
x→∞

(
3x2−x+1
2x2+x+1

) x2

1−x ;

11) lim
x→+∞

ln(x2−x+1)
ln(x10+x+1)

; 12) lim
x→−∞

ln(1+3x)
ln(1+2x) ;

13) lim
x→2

arctg x−4
(x−2)2

.
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2. Знайти суму n перших членiв послiдовностi:

1)
{
4n+5n

8n

}
; 2)

{
1

(n+1)(n+2)(n+3)

}
; 3)

{
arctg 1

n2+n+1

}
.

3. Знайти суму перших ста натуральних чисел.

4. Знайти суму членiв послiдовностi
{
n3
}

вiд n = 4 до n = 14.

5. Знайти суму членiв послiдовностi
{
n2
}

вiд n = c до n = d.

6. Знайти за допомогою Maple, якщо це можливо, суму ряду:

1)
∞∑
n=1

1
n·3n ; 2)

∞∑
n=1

1
ln(n+1) ; 3)

∞∑
n=1

2n+1
n2 ; 4)

∞∑
n=1

n!
2n ;

5)
∞∑
n=1

(
4n
n+1

)n
; 6)

∞∑
n=1

sinn( π
3n); 7)

∞∑
n=1

2n
n2+3

.

7. Знайти розклад функцї у степеневий ряд: 1) y = lnx,
2) y = sin2 x, 3) y = 3

√
x, 4) y = ln 1

x2−2x+2
.

8. Представити функцiї, що вказанi у завданнi 7, рядом Тей-
лора в околi точки x = 1.
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Диференцiювання в
середовищi Maple

10.1 Диференцiювання функцiй
однiєї змiнної

У середовищi Maple можна легко знаходити похiднi та дифе-
ренцiали вiд будь-яких функцiй, частиннi похiднi, похiднi вищих
порядкiв, знаходити найбiльше i найменше значення функцiї на
вiдрiзку, найбiльше i найменше значення функцiї з двома змiн-
ними, розв’язувати задачi лiнiйного програмування. Для знахо-
дження похiдної функцiї застосовується команда diff.

Приклад 10.1. Знайти похiдну функцiї

y =
(
5x2 − 3

5
√
x2 − 2

)3
.

> y:=(5*x^2-3*(x^2)^(1/5)-2)^3;

y := (5x2 − 3 (x2)(1/5) − 2)3

> diff(y,x);

3 (5x2 − 3 (x2)(1/5) − 2)2
(
10x− 6

5

x

(x2)(4/5)

)
120
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Приклад 10.2. Знайти похiдну функцiї

y =
2x + ctg x√
4 + 2x3

.

> y:=(2^x+cot(x))/sqrt(4+2*x^3);

y :=
2x + cot(x)√

4 + 2x3

> diff(y,x);

2x ln(2)− 1− cot(x)2√
4 + 2x3

− 3 (2x + cot(x))x2

(4 + 2x3)(3/2)

Приклад 10.3. Знайти похiдну функцiї

y = esinx arccos 3x.

> y:=exp(sin(x))*arccos(3*x);

y := esin(x) arccos(3x)

> diff(y,x);

cos(x) esin(x) arccos(3x)− 3 esin(x)√
1− 9x2

Приклад 10.4. Знайти похiдну функцiї

y = arctg ln 7x.

> y:=arctan(ln(7*x));

y := arctan(ln(7x))

> diff(y,x);

1

x (1 + ln(7x)2)

Приклад 10.5. Знайти похiдну функцiї

y = ln
sin
(
8x4 + 7x3 + 6

)
cos
(
3cos(9x−2)

) .
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> y:=ln((sin(8*x^4+7*x^3+6))/(cos(3^(9*x-2))));

y := ln(
sin(8x4 + 7x3 + 6)

cos(3(9x−2))
)

> diff(y,x);

(
cos(8x4 + 7x3 + 6) (32x3 + 21x2)

cos(3(9x−2))

+
9 sin(8x4 + 7x3 + 6) sin(3(9x−2)) 3(9x−2) ln(3)

cos(3(9x−2))2
)

cos(3(9x−2))
/
sin(8x4 + 7x3 + 6)

Найменше i найбiльше значення функцiї y = f (x) на вiдрiз-
ку [a; b] знаходиться за допомогою команд minimize(f(x), x=a..b),
maximize(f(x), x=a..b).

Приклад 10.6. Знайти найменше i найбiльше значення функцiї

y =
1

4

(
x3 + 9x2 + 15x− 9

)
на вiдрiзку [−3; 0] .

> f:=x->1/4*(x^3+9*x^2+15*x-9);

f := x → 1

4
x3 +

9

4
x2 +

15

4
x− 9

4
> minimize(f(x), x=-3..0);

−4

> maximize(f(x), x=-3..0);

0

За допомогою параметра location можна знаходити локаль-
ний максимум чи мiнiмум.

Приклад 10.7. Знайти найменше i найбiльше значення функцiї
y = 1

4

(
x3 + 9x2 + 15x− 9

)
на вiдрiзку [−6, 1].

> minimize(1/4*(x^3+9*x^2+15*x-9),x=-6..1,location);

−4, {[{x = −1}, −4]}
> maximize(1/4*(x^3+9*x^2+15*x-9),x=-6..1,location);

4, {[{x = 1}, 4], [{x = −5}, 4]}
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10.2 Диференцiювання функцiй
багатьох змiнних

Приклад 10.8. Знайти похiдну по x вiд функцiї двох змiнних

f (x, y) = cosx · y + sin y · x.
> Ffunction:=cos(x)*y+sin(y)*x;

Ffunction := cos(x) y + sin(y)x

> Diff(Ffunction,x);

∂
∂x (cos(x) y + sin(y)x)

> diff(Ffunction,x);

−sin(x) y + sin(y)

Приклад 10.9. Знайти похiдну по y вiд функцiї

f (x, y) = cosx · y + sin y · x.
> Diff(Ffunction,y);

∂
∂y (cos(x) y + sin(y)x)

> diff(Ffunction,y);

cos(x) + cos(y)x

Приклад 10.10. Знайти мiшану похiдну ∂2f
∂y∂x вiд функцiї

f (x, y) = cosx · y + sin y · x.
> Diff(Ffunction,x,y);

∂2

∂y ∂x (cos(x) y + sin(y)x)

> diff(Ffunction,x,y);

−sin(x) + cos(y)

Для знаходження похiдної бiльш високого порядку доста-
тньо вказати пiсля аргументу диференцiювання знак $ i поря-
док похiдної.

Приклад 10.11. Знайти похiдну третього порядку вiд функцiї
f (x, y) = cosx · y + sin y · x по x.
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> Ffunction:=cos(x)*y+sin(y)*x;

Ffunction := cos(x) y + sin(y)x

> (Ffunction,x$3);

cos(x) y + sin(y)x, x, x, x

> diff(Ffunction,x$3);

sin(x) y

Приклад 10.12. Знайти похiдну п’ятого порядку вiд функцiї
f (x, y) = cosx · y + sin y · x по y.

> Diff(Ffunction,y$5);

∂5

∂y5
(cos(x) y + sin(y)x)

> diff(Ffunction,y$5);

cos(y)x

Приклад 10.13. Знайти найменше значення функцiї з двома
змiнними z = x2 + xy + y2 − 3x− 6y − 2.

Розв’язання
> minimize(x^2+x*y+y^2-3*x-6*y-2, location);

−11, {[{y = 3, x = 0}, −11]}

Приклад 10.14. Знайти найбiльше значення функцiї з двома
змiнними z = 10xy − 3x2 − 2y2 − 26x+ 18y − 1.

Розв’язання
> maximize(10*x*y-3*x^2-2*y^2-26*x+18*y-1,

location);

30, {[{y = 2, x = −1}, 30]}

Приклад 10.15. Знайти найбiльше значення функцiї з двома
змiнними z = 2x2 − xy + 3y2 − 2x− 11y + 1.

Розв’язання
> maximize(2*x^2-x*y+3*y^2-2*x-11*y+1, location);

∞, {[{x = −∞}, ∞], [{x = ∞}, ∞], [{y = −∞}, ∞], [{y = ∞}, ∞]}
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При пiдключеннi бiблiотеки with(simplex) Мaple успiшно справ-
ляється iз задачами лiнiйного програмування. Команда minimi-
ze(obj,cnsts) мiнiмiзує функцiю obj при даних обмеженнях cnsts,
команда maximize(obj,cnsts) максимiзує функцiю obj при даних
обмеженнях cnsts.

Приклад 10.16. Розв’язати задачу мiнiмiзацiї цiльової функцiї
L = 3x1+2x2+3x3, за умови, що змiннi x1, x2, x3 задовольняють
систему нерiвностей:

4x1 + x2 + x3 ≥ 5;
2x1 − x2 + x3 ≥ 6;

3x1 + 4x2 − 2x3 ≥ 10;
x1 ≥ 0;
x2 ≥ 0;
x3 ≥ 0.

Розв’язання

> with(simplex):

Warning, the protected names maximize and minimize have
been redefined and unprotected

> cnsts:={4*x1+x2+x3>=5,2*x1-x2+x3>=6,

3*x1+4*x2-2*x3>=10,x1>=0,x2>=0,x3>=0};

cnsts := {6 ≤ 2 x1 − x2 + x3 , 5 ≤ 4 x1 + x2 + x3 ,

10 ≤ 3 x1 + 4 x2 − 2 x3 , 0 ≤ x1 , 0 ≤ x2 , 0 ≤ x3}
> obj:=3*x1+2*x2+3*x3;

obj := 3 x1 + 2 x2 + 3 x3

> minimize(obj,cnsts);

{x3 = 0, x1 =
34

11
, x2 =

2

11
}

> L:=eval(obj,[x3 = 0, x2 = 2/11, x1 = 34/11]);

L :=
106

11
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Приклад 10.17. Знайти найбiльше значення функцiї L = 3x1+
4x2 + 2x3, при умовi, що x1, x2, x3 задовольняють систему не-
рiвносей: 

2x1 + x2 + x3 ≤ 4;
x1 + 2x2 + x3 ≤ 6;

x1 ≥ 0;
x2 ≥ 0;
x3 ≥ 0.

Розв’язання

> with(simplex):

Warning, the protected names maximize and minimize have
been redefined and unprotected

> cnsts := {2*x1+x2+x3<=4, x1+2*x2+x3<=6,x1>=0,x2>=0,

x3>=0};

cnsts := {2 x1 + x2 + x3 ≤ 4, x1 + 2 x2 + x3 ≤ 6, 0 ≤ x1 ,

0 ≤ x2 , 0 ≤ x3}
> obj:=3*x1+4*x2+2*x3;

obj := 3 x1 + 4 x2 + 2 x3

> maximize(obj,cnsts);

{x3 = 0, x2 =
8

3
, x1 =

2

3
}

> L:=eval(obj,[x1=2/3,x2=8/3,x3=0]);

L :=
38

3

10.3 Графiчнi побудови при розв’язуваннi
завдань дисциплiни „Математика“

При вивченнi дисциплiни «Математика» є ряд завдань, пря-
мо або побiчно пов’язаних iз побудовою графiкiв функцiй та
iнших геометричних об’єктiв. Наприклад, при вивченнi роздiлу
«Функцiї однiєї змiнної» стандартним завданням є завдання на
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дослiдження властивостей функцiй i побудову їх графiкiв, у за-
дачах на застосування iнтегралiв вимагається будувати областi
iнтегрування на площинi або в просторi. Такi завдання можна
розв’язувати у Maple, поєднуючи обчислювальнi i графiчнi мо-
жливостi програми.

10.3.1 Дослiдження функцiї та побудова її графiка

План дослiдження функцiї та побудова її графiка включає в
себе наступнi основнi пункти:

1. Знайти область визначення функцiї i визначити її пове-
дiнку на межах областi визначення; знайти горизонтальнi
i вертикальнi асимптоти.

2. Знайти похилi асимптоти.

3. Знайти iнтервали зростання i спадання функцiї, точки
екстремуму та обчислити значення функцiї в точках екс-
тремуму.

4. Знайти iнтервали опуклостi та угнутостi графiка функцiї,
точки перегину i обчислити значення функцiї в точках пе-
регину.

5. Побудувати графiк функцiї.

Приклад 10.18. Провести повне дослiдження функцiї y = 2x3

x2−4
та побудувати її графiк.

Розв’язання
Будемо розв’язувати наведений приклад у програмi Maple.
Визначимо функцiю в програмi за допомогою оператора

f:=x–>f(x), де f(x) деякий вираз вiд змiнної x:
> restart;

> f:=x->2*x^3/(x^2-4);
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f := x → 2
x3

x2 − 4
1) Знайдемо точки розриву функцiї за допомогою коман-

ди discont (f (x), x):
> discont(f(x),x);

{−2, 2}
Таким чином, область визначення функцiї є об’єднання трьох

промiжкiв (−∞;−2) ∪ (−2, 2) ∪ (2,+∞).
2) Дослiджуємо поведiнку функцiї на межах областi ви-

значення за допомогою функцiї limit(f(x), x = a):
> Limit(f(x),x=-infinity)=limit(f(x),x=-infinity);

lim
x→(−∞)

2
x3

x2 − 4
= −∞

> Limit(f(x),x=-2,left)=limit(f(x),x=-2,left);

lim
x→(−2)−

2
x3

x2 − 4
= −∞

> Limit(f(x),x=-2,right)=limit(f(x),x=-2,right);

lim
x→(−2)+

2
x3

x2 − 4
= ∞

> Limit(f(x),x=2,left)=limit(f(x),x=2,left);

lim
x→2−

2
x3

x2 − 4
= −∞

> Limit(f(x),x=2,right)=limit(f(x),x=2,right);

lim
x→2+

2
x3

x2 − 4
= ∞

> Limit(f(x),x=infinity)=limit(f(x),x=infinity);

lim
x→∞

2
x3

x2 − 4
= ∞

Отже,
— якщо x → −∞, то y → −∞;
— якщо x → −2 злiва, то y → −∞;
— якщо x → −2 справа, то y → +∞;
— якщо x → 2 злiва, то y → −∞;
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— якщо x → 2 справа, то y → +∞;
— якщо x → +∞, то y → +∞.
Горизонтальних асимптот немає, вертикальнi асимптоти:

x = −2 i x = 2.
3) Перевiримо iснування похилих асимптот y = kx+ b, де

k = lim
x→∞

f(x)
x , b = lim

x→∞
(f (x)− kx) :

> k:=limit(f(x)/x,x=-infinity);
> b:=limit(f(x)-k*x, x=-infinity);

k := 2

b := 0

y = 2x — похила асимптота при x → ±∞.

4) Дослiдимо функцiю на екстремум i монотоннiсть.
Знайдемо першу похiдну:

> f1:=x->diff(f(x),x); normal(f1(x));

f1 := x → diff(f(x), x)

2
x2 (x2 − 12)

(x2 − 4)2

Прирiвнюючи похiдну до нуля, знайдемо стацiонарнi точки
функцiї:

> z:=[solve(f1(x)=0,x)];

z := [0, 0, 2
√
3, −2

√
3]

Усього вийшло три коренi, з яких корiнь x = 0 має кратнiсть
2.

Визначимо змiну знака похiдної при переходi через критичнi
точки:

а) корiнь x = 0:

> subs(x=z[1]-0.1,f1(x)); subs(x=z[1]+0.1,f1(x));

−.01506271945

−.01506271945

Знак похiдної не змiнюється, тому x = 0 не є точкою екстре-
муму.

б) корiнь x = −2
√
3:
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> evalf(subs(x=z[4]-0.1,f1(x)));
> evalf(subs(x=z[4]+0.1,f1(x)));

.235751486

−.288660406

Знак похiдної змiнюється з + на −, тому точка x = −2
√
3

є точкою локального максимуму. Значення функцiї в цiй то-
чцi дорiвнює:

> f(z[4]); evalf(%);

−6
√
3

−10.39230485

в) корiнь x = 2
√
3:

> evalf(subs(x=z[3]-0.1,f1(x)));
> evalf(subs(x=z[3]+0.1,f1(x)));

−.288660406

.235751486

Знак похiдної змiнюється з − на +, тому точка x = 2
√
3

є точкою локального мiнiмуму. Значення функцiї в цiй точцi
дорiвнює:

> f(z[3]); evalf(%);

6
√
3

10.39230485

Визначимо iнтервали зростання та спадання функцiї:
> solve(f1(x)>0,x);

RealRange(−∞, Open(−2
√
3)),

RealRange(Open(2
√
3), ∞)

на iнтервалах
(
−∞,−2

√
3
)

i
(
2
√
3,+∞

)
функцiя зростає,

> solve(f1(x)<0,x);

RealRange(Open(−2
√
3), Open(−2)),

RealRange(Open(−2), Open(0)),

RealRange(Open(0), Open(2)),

RealRange(Open(2), Open(2
√
3))
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на iнтервалах
(
−2

√
3,−2

)
, (−2, 2) i

(
2, 2

√
3
)

функцiя спадає.
5) Дослiдимо функцiю на опуклiсть i перегин.
Знайдемо другу похiдну:
> f2:=x->diff(f(x),x,x);normal(f2(x));

f2 := x → diff(f(x), x, x)

16
x (x2 + 12)

(x2 − 4)3

Знайдемо стацiонарнi точки функцiї за другою похiдною:

> u:=[solve(f2(x)=0,x)];

u := [0, 2 I
√
3, −2 I

√
3]

Одержали (дiйсний корiнь) стацiонарну точку — x = 0.
Перевiримо змiну знака другої похiдної при переходi через
цю точку:

> evalf(subs(x=u[1]-0.1,f2(x)));
> evalf(subs(x=u[1]+0.1,f2(x)));

.3025131814

−.3025131814

Знак змiнюється, отже, точка x = 0 є точкою перегину.
Значення функцiї в точцi перегину дорiвнює нулю:

> f(0);

0

Визначимо iнтервали опуклостi вниз (угнутостi) i опукло-
стi вгору (вигнутостi) графiка функцiї:

> solve(f2(x)>0,x);

RealRange(Open(−2), Open(0)), RealRange(Open(2), ∞)

на iнтервалах (−2; 0) i (2;+∞) графiк функцiї є опуклим
вниз (увiгнутим),

> solve(f2(x)<0,x);

RealRange(−∞, Open(−2)), RealRange(Open(0), Open(2))

на iнтервалах (−∞;−2) i (0, 2) графiк функцiї є опуклим вгору
(опуклим).



132 10. Диференцiювання в середовищi MAPLE

6) За даними дослiдження будуємо графiк функцiї. Пред-
ставимо його у виглядi графiка самої функцiї, графiкiв асим-
птот, точок екстремуму та перегину:

> restart;

> with(plots):

Warning, the name changecoords has been redefined

> f:=x->2*x^3/(x^2-4);

f := x → 2
x3

x2 − 4

графiк функцiї:
> P1:=plot(f(x),x=-10..10,y=-20..20,discont=true,color

=red,thickness=2):

графiки асимптот:
> P2:=implicitplot({x=-2,x=2,y=2*x},x

=-10..10,y=-20..20,color=black,thickness=1):

точки екстремуму та перегину:
> P3:=pointplot([[2*sqrt(3),6*sqrt(3)],[-2*sqrt(3),

-6*sqrt(3)],[0,0]],symbolsize=15):

> display(P1,P2,P3);
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10.4 Розв’язування задач

Проiлюструємо використання Maple при розв’язуваннi задач.
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Задача 10.1. За вiдомим законом руху матерiальної точки
s (t) = 3t4 − 2t3 + t − 1 знайти її швидкiсть i прискорення в
момент часу t0 = 2 (шлях вимiрюється в метрах, час — у
секундах).

Розв’язання
> s:=3*t^4-2*t^3+t-1;

s := 3 t4 − 2 t3 + t− 1

> v:=diff(s,t);

v := 12 t3 − 6 t2 + 1

> eval(12*t^3-6*t^2+1,t=2);

73

> a:=diff(v,t);

a := 36 t2 − 12 t

> eval(36*t^2-12*t,t=2);

120

Вiдповiдь: 73 м
с ; 120

м
с2 .

Задача 10.2. Маса тонкого прямолiнiйного неоднорiдного стер-
жня розподiляється за законом m (l) = l2+3l+2, де l довжина
стержня. Знайти: а) середню лiнiйну густину стержня, дов-
жина якого 10 см, рахуючи вiд початку; б) лiнiйну густину
стержня при l = 10 см та l = 3 см.

Розв’язання
Знайдемо закон змiни густини:
> f:=l^2+3*l+2;

f := l2 + 3 l + 2

> diff(f,l);

2 l + 3

Знайдемо лiнiйну густину на початку стержня
> eval(2*l+3,l=0);

3

Знайдемо лiнiйну густину на кiнцi стержня
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> eval(2*l+3,l=10);

23

Знайдемо середню густину стержня
> (3+23)/2;

13

Знайдемо лiнiйну густину при l = 10

> eval(2*l+3,l=10);

23

Знайдемо лiнiйну густину при l = 3

> eval(2*l+3,l=3);

9

Вiдповiдь: а) 13 г
см3 ; б) 23 г

см3 ; в) 9 г
см3 .

Задача 10.3. Залежнiсть кiлькостi теплоти Q, отриманої
тiлом при нагрiваннi до температури τ визначається законом
Q (τ) = 0, 24τ2 + e0,4τ . Знайдiть теплоємнiсть c тiла при τ =
4◦C.

Розв’язання
Теплоємнiсть тiла дорiвнює похiднiй вiд кiлькостi отриманої

теплоти. Знайдемо закон змiни теплоємностi:
> Q:=0.24*t^2+exp(0.4*t);

Q := .24 t2 + e(.4 t)

> diff(Q,t);

.48 t+ .4 e(.4 t)

Знайдемо теплоємнiсть тiла при τ = 40C:
> eval(.48*t+.4*exp(.4*t),t=4);

3.901212970

Вiдповiдь: 3, 901212970 Дж
К .

Задача 10.4. Кiлькiсть електрики у провiднику залежно вiд
часу змiнюється за законом Q (t) = 4t2 − 2t (Кл). Знайти: а)
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середню величину струму, що проходить по провiднику за пер-
шi двi секунди; б) величину струму в кiнцi другої та шостої
секунди.

Розв’язання
Сила струму дорiвнює похiднiй вiд кiлькостi електрики.

Знаходимо закон змiни сили струму:

> Q:=4*t^2-2*t;

Q := 4 t2 − 2 t

> diff(Q,t);

8 t− 2

Знаходимо силу струму в моменти часу t = 0 та t = 2:

> eval(8*t-2,t=0);

−2

> eval(8*t-2,t=2);

14

Знаходимо середню величину сили струму протягом пер-
ших двох секунд:

> (-2+14)/2;

6

Знайдемо величину сили струму в кiнцi другої секунди:

> eval(8*t-2,t=2);

14

Знайдемо величину сили струму в кiнцi шостої секунди:

> eval(8*t-2,t=6);

46

Вiдповiдь: а) 6А; б) 14А, 46А.

Задача 10.5. При молекулярнiй реакцiї за час t утворюються
молекули, число яких x (t) = 40

(
1− e−7t

)
. Якому закону пiдля-

гає швидкiсть утворення нової речовини при цiй реакцiї? Зна-
йти швидкiсть утворення речовини при t = 0, 2 c.
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Розв’язання
Швидкiсть хiмiчної реакцiї є похiдною вiд кiлькостi речови-

ни, що вступає в хiмiчну реакцiю за час t.
Знаходимо закон швидкостi утворення нової речовини:
> x:=40*(1-exp(-7*t));

x := 40− 40 e(−7 t)

> diff(x,t);

280 e(−7 t)

Знайдемо швидкiсть утворення речовини при t = 0, 2 c:
> eval(280*exp(-7*t),t=0.2);

69.04714989

Вiдповiдь: 280e−7t; 69молекул
секунду .

Задача 10.6. Функцiя витрат пiдприємства (у гривнях) має
вигляд V (x) = 0,002x3−0,4x2+30x+2000. Знайти маргiнальну
вартiсть, як функцiю x та обчислити маргiнальну вартiсть,
якщо вироблено x1 = 100, x2 = 50, x3 = 10 одиниць продукцiї.

Розв’язання
Вiдповiдно до економiчного змiсту похiдної для знахо-

дження маргiнальної вартостi потрiбно знайти похiдну фун-
кцiї витрат:

> V:=0.002*x^3-0.4*x^2+30*x+2000;

V := .002x3 − .4x2 + 30x+ 2000

тобто:
> f:=diff(V,x);

f := .006x2 − .8x+ 30

Одержали функцiю маргiнальної вартостi для довiльної кiль-
костi x виготовленої продукцiї, коли прирiст x зростає на доста-
тньо малу величину.

Знайдемо маргiнальну вартiсть при x1 = 100, x2 = 50, x3 =
10:

> eval(f,x=100);
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10.000

> eval(f,x=50);

5.000

> eval(f,x=10);

22.600

Вiдповiдь: 0, 006x2 − 8x+ 30; 10 гр; 5 гр; 22 гр. 60 коп.

Задача 10.7. Промислова продукцiя держави протягом t рокiв,
пiсля 1990 року змiнювалася, вiдповiдно до закону

y = 500
(
1 + 215e−0,07t

)−1
.

Встановити, в якi перiоди з 1990 по 2017 роки випуск продукцiї
зростав i в якi спадав.

Розв’язання
Зростання i спадання функцiї на iнтервалi визначається зна-

ком її першої похiдної.
Знайдемо похiдну функцiї y = 500

(
1 + 215e−0,07t

)−1:
> y:=500*(1+215*exp(-0.07*t))^(-1);

y := 500
1

1 + 215 e(−.07 t)

> diff(y,t);

7525.00
e(−.07 t)

(1 + 215 e(−.07 t))2

Очевидно, при t ∈ [1990; 2017] похiдна додатна. Отже, про-
тягом усього вказаного перiоду випуск продукцiї зростав.

Задача 10.8. Функцiя пропозицiї деякого товару має вигляд

s =
20 + 4p2

1 + 10p
,

а функцiя попиту —

q =
25− p+ 4p2

1 + 10p
.



138 10. Диференцiювання в середовищi MAPLE

Визначити цiну рiвноваги, еластичнiсть попиту та еласти-
чнiсть пропозицiї для цiєї цiни.

Розв’язання
Розв’язавши рiвняння 20+4p2

1+10p =25−p+4p2

1+10p , знайдемо цiну
рiвноваги:

> eq1:=((20+4*p^2)/(1+10*p)=(25-p+4*p^2)/(1+10*p));

eq1 :=
20 + 4 p2

1 + 10 p
=

25− p+ 4 p2

1 + 10 p
> solve(eq1,p);

5

Еластичнiсть пропозицiї знайдемо за формулою

Ep (s) =
p

s
s′ :

> s:=(20+4*p^2)/(1+10*p);

s :=
20 + 4 p2

1 + 10 p
> diff(s,p);

8
p

1 + 10 p
− 10 (20 + 4 p2)

(1 + 10 p)2

> ep:=p/s*diff(s,p);

ep :=

p (1 + 10 p) (8
p

1 + 10 p
− 10 (20 + 4 p2)

(1 + 10 p)2
)

20 + 4 p2

> ep:=eval(ep,p=5);

ep :=
35

51
> evalf(ep);

.6862745098

За формулою
Ep (q) =

p

q
q′
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знаходимо еластичнiсть попиту:
> q:=(25-p+4*p^2)/(1+10*p);

q :=
25− p+ 4 p2

1 + 10 p
> diff(q,p);

−1 + 8 p

1 + 10 p
− 10 (25− p+ 4 p2)

(1 + 10 p)2

> es:=p/q*diff(q,p);

es :=

p (1 + 10 p) (
−1 + 8 p

1 + 10 p
− 10 (25− p+ 4 p2)

(1 + 10 p)2
)

25− p+ 4 p2

> es:=eval(es,p=5);

es :=
263

408
> evalf(es);

.6446078431

Вiдповiдь: p = 5; Ep (s (5)) = 0, 686; Ep (q (5)) = 0, 645.

Задача 10.9. По двох вулицях до перехрестя рухаються два
автомобiлi зi сталими швидкостями 40 i 50 км

год . Вважаючи,
що вулицi перетинаються пiд прямим кутом, i знаючи, що в
деякий момент часу машини знаходяться вiд перехрестя на
вiдстанi 2 i 3 км вiдповiдно, визначте через який промiжок ча-
су вiдстань мiж ними стане найменшою.

Розв’язання
Нехай вiдстань мiж автомобiлями буде найменшою через про-

мiжок часу t. Тодi в момент часу t вiдстань першого автомобiля
до перехрестя буде 2 − 40t, другого 3 − 50t, вiдстань мiж авто-

мобiлями S (t) =
√

(2− 40t)2 + (3− 50t)2.
Знайдемо критичнi точки цiєї функцiї:
> s:=sqrt((2-40*t)^2+(3-50*t)^2);

s :=
√
13− 460 t+ 4100 t2

> f:=diff((sqrt((2-40*t)^2+(3-50*t)^2),t));
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f :=
1

2

−460 + 8200 t√
13− 460 t+ 4100 t2

> solve(f,t);

23

410
Покажемо, що ця точка буде точкою мiнiмуму. Для цього

знайдемо значення похiдної злiва i справа вiд x = 23
410 :

> eval(f,t=20/410.0);

−53.27721420

> eval(f,t=26/410.0);

53.27721415

При переходi через точку x = 23
410 перша похiдна змiнює знак

iз мiнуса на плюс. Отже, x = 23
410 є точкою мiнiмуму функцiї

S (t) =
√

(2− 40t)2 + (3− 50t)2.

Вiдповiдь: 23
410 год.

Задача 10.10. Тiло кинуто вертикально вгору iз даху поверх-
нi будинку, висота якого 10м, i далi воно падає до низу. Його
висота над поверхнею землi в момент часу t с пiсля кидка за-
дається формулою

y = −4, 9t2 + 8t+ 10.

a) На яку найбiльшу висоту вiд поверхнi землi воно вiдда-
ляється?

б) З якою швидкiстю тiло впаде на землю?

Розв’язання
а) Знайдемо на яку найбiльшу висоту вiд поверхнi землi

вiддаляється тiло:
> maximize(-4.9*t^2+8*t+10,t=-infinity..infinity);

13.26530612

b) Знайдемо закон змiни швидкостi тiла:
> f:=-4.9*t^2+8*t+10;

f := −4.9 t2 + 8 t+ 10
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> diff(f,t);

−9.8 t+ 8

Розв’яжемо рiвняння −4, 9t2 + 8t+ 10 = 0:
> solve(-4.9*t^2+8*t+10=0,t);

−.8290321935, 2.461685255

Знайдемо з якою швидкiстю тiло впаде на землю:
> v:=-9.8*t+8;

v := −9.8 t+ 8

> eval(v,t= 2.461685255);

−16.12451550

> v:=abs(%);

v := 16.12451550

Вiдповiдь:a) 13,27м; b) 16,12 м
с .

Задача 10.11. При експериментальному вивченнi фармацев-
тичних властивостей медикаментiв встановлено, що змiна
нижнього тиску кровi пiсля вживання xмг денної норми пi-
гулок вiдбувається вiдповiдно до закону:

R = 24, 2

(
1 +

x− 13√
x2 − 26x+ 529

)
млрст

(мiлiметрiв ртутного стовпа). Визначити чутливiсть R при
x = 5, x = 15, x = 35мг. Яка з цих доз має найбiльший ефект?
Визначити найбiльш ефективну дозу прийому пiгулок, якщо
людина, без шкоди для свого здоров’я, протягом доби може
вживати вiд 5 до 35мг таблеток.

Розв’язання
Чутливiсть є похiдна вiд тиску. Знайдемо закон змiни чу-

тливостi:
> R:=24.2*(1+(x-13)/sqrt(x^2-26*x+529));

R := 24.2 +
24.2 (x− 13)√
x2 − 26x+ 529

> H:=diff(R,x);
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H := 24.2
1√

x2 − 26x+ 529
− 12.10000000 (x− 13) (2x− 26)

(x2 − 26x+ 529)(3/2)

Обчислюємо чутливiсть при x = 5; x = 15; x = 35:
> eval(H,x=5.0);

.9978587780

> eval(H,x=15.0);

1.254485920

> eval(H,x=35.0);

.3553073542

Iз порiвняння трьох останнiх знайдених значень зрозумiло,
що найбiльший ефект має доза рiвна 15мг.

Виберемо найбiльш ефективну дозу пiгулок при межах
вживання добової норми вiд 5мг до 35мг:

> maximize((24.2*1/(sqrt(x^2-26*x+529))

-12.10000000*(x-13)/(x^2-26*x+529)^(3/2)*(2*x-26)),

x=5..35,location);

1.275451990, {[{x = 13.}, 1.275451990]}

Задача 10.12. Вiкно кiмнати має периметр 8м i вигляд пря-
мокутника, який зверху обмежений пiвколом. Якими повиннi
бути розмiри прямокутника, щоб забезпечити найбiльшу освi-
тленiсть кiмнати?

Розв’язання
Нехай основа вiкна (рис. 10.1) дорiвнює 2x, тодi радiус пiв-

кола, що обмежує вiкно, дорiвнює x. Позначимо другу сторо-
ну прямокутника, що визначає вiкно, через y. За умовою пери-
метр вiкна дорiвнює 8 м. Вiн складається з двох сторiн прямо-
кутника, довжини яких y, однiєї сторони — 2x та пiвкола радi-
уса x, тобто дуги, довжина якої πx. Маємо 2x + 2y + πx = 8,
звiдси y = 4 − x − πx

2 . Найбiльша освiтленiсть кiмнати забез-
печуватиметься тодi, коли площа вiкна буде найбiльшою. Пло-
ща вiкна дорiвнює сумi площi прямокутника, сторони якого 2x
i y, та площi пiвкруга, радiус якого дорiвнює x. Одержуємо:
S (x) = 2x ·

(
4− x− πx

2

)
+ πx2

2 . Залишилося знайти найбiльше
значення функцiї S (x) при змiнi аргументу 0 < x < 2.
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Рис. 10.1. Вiкно

> maximize((2*x*(4-x-Pi*x/2)+Pi*x^2/2 ,x=0..2,

location));

16
4− 8

4 + π
− 4π

4 + π
4 + π

+
32π

(4 + π)2
,

{x = 8
1

4 + π
}, 16

4− 8

4 + π
− 4π

4 + π
4 + π

+
32π

(4 + π)2




> simplify(16/(4+Pi)*(4-8/(4+Pi)-4*Pi/(4+Pi))+

32*Pi/(4+Pi)^2);

32
1

4 + π
При x = 8

4+π функцiя набуває найбiльшого значення. Знахо-
димо другу сторону вiкна y:

> subs(x=8/(4+Pi),4-x-Pi*x/2);

4− 8

4 + π
− 4π

4 + π
> simplify(4-8/(4+Pi)-4*Pi/(4+Pi));
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8
1

4 + π
Розмiри прямокутника повиннi бути такими: 16

4+π на 8
4+π .

При цих розмiрах площа вiкна буде рiвною: S = 32
4+π м2, S ≈

≈ 4,48м2.
Вiдповiдь: 16

4+π × 8
4+π , S = 32

4+π м2, S ≈ 4,48м2.

Задача 10.13. Використовуючи x одиниць працi та y одиниць
капiталу (тисяч гривень), пiдприємство виробляє продукцiю,
загальна вартiсть V якої (у тисячах гривень) описується за-
коном

V = 1440− 50y − 3x− 2xy + 1, 5y2 + x2.

Знайти кiлькiсть одиниць працi та капiталу, при яких пiд-
приємство має оптимальну загальну вартiсть продукцiї. Чо-
му дорiвнює значення оптимальної загальної вартостi?

Розв’язання
> minimize(1440-50*y-3*x-2*x*y+1.5*y^2+x^2, location);

33.250000, {[{y = 53., x = 54.50000000}, 33.250000]}
Вiдповiдь: x = 109

2 ; y = 53; Vопт = 33250 гривень.

Задача 10.14. Знайти оптимальний план транспортної за-
дачi, якщо матриця перевезень одиницi вантажу має вигляд

C =

 5 4 6 7
3 8 9 10
8 11 7 12

 ,

запаси визначаються матрицею A =
(
450 300 400

)
, потре-

би — матрицею B =
(
240 300 295 245

)
.

Розв’язання
Введемо позначення: x1 — кiлькiсть одиниць вантажу, який

буде перевезено з першого складу першому споживачу, x2 —
кiлькiсть одиниць вантажу, який буде перевезено з першого скла-
ду другому споживачу, x3 — кiлькiсть одиниць вантажу, який
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буде перевезено з першого складу третьому споживачу, x4 —
кiлькiсть одиниць вантажу, який буде перевезено з першого скла-
ду четвертому споживачу; аналогiчно y1, y2, y3, y4 — кiлькiсть
одиниць вантажу, перевезеного з другого складу,
z1, z2, z3, z4 — кiлькiсть одиниць вантажу, перевезеного з тре-
тього складу.

Вiдповiдно до умови задачi маємо систему обмежень:

x1 + y1 + z1 = 240;
x2 + y2 + z2 = 300;
x3 + y3 + z3 = 295;
x4 + y4 + z4 = 245;

x1 + x2 + x3 + x4 ≤ 450;
y1 + y2 + y3 + y4 ≤ 300;
z1 + z2 + z3 + z4 ≤ 400;

x1 ≥ 0;x2 ≥ 0;x3 ≥ 0;x4 ≥ 0;
y1 ≥ 0; y2 ≥ 0; y3 ≥ 0; y4 ≥ 0;
z1 ≥ 0; z2 ≥ 0; z3 ≥ 0; z4 ≥ 0.

Вартiсть перевезень визначається функцiєю S = 5x1 +
+4x2+6x3+7x4+3y1+8y2+9y3+10y4+8z1+11z2+7z3+12z4.
Знаходимо оптимальний план перевезень:

> with(simplex):

Warning, the protected names maximize and minimize have
been redefined and unprotected

> cnsts:={x1+y1+z1=240,x2+y2+z2=300,x3+y3+z3=295,

x4+y4+z4=245,x1+x2+x3+x4<=450,y1+y2+y3+y4<=300,

z1+z2+z3+z4<=400,x1>=0,x2>=0,x3>=0,x4>=0,y1>=0,

y2>=0,y3>=0,y4>=0,z1>=0,z2>=0,z3>=0,z4>=0};

cnsts := {x1 + y1 + z1 = 240, x2 + y2 + z2 = 300,

x3 + y3 + z3 = 295, x4 + y4 + z4 = 245,

x1 + x2 + x3 + x4 ≤ 450, y1 + y2 + y3 + y4 ≤ 300,

z1 + z2 + z3 + z4 ≤ 400, 0 ≤ x1 , 0 ≤ x2 , 0 ≤ x3 ,

0 ≤ x4 , 0 ≤ y1 , 0 ≤ y2 , 0 ≤ y3 , 0 ≤ y4 , 0 ≤ z1 , 0 ≤ z2 ,

0 ≤ z3 , 0 ≤ z4}
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> obj:=5*x1+4*x2+6*x3+7*x4+3*y1+

8*y2+9*y3+10*y4+8*z1+11*z2+7*z3+12*z4;

obj := 5 x1 + 4 x2 + 6 x3 + 7 x4 + 3 y1 + 8 y2+

+9 y3 + 10 y4 + 8 z1 + 11 z2 + 7 z3 + 12 z4
> minimize(obj,cnsts);

{x3 = 0, x1 = 0, z1 = 0, y2 = 0, z2 = 0, y3 = 0, y4 = 60,

z3 = 295, z4 = 35, y1 = 240, x4 = 150, x2 = 300}
Знаходимо мiнiмальне значення цiльової функцiї:
> S:=eval(obj,[x1 = 0, x3 = 0, z1 = 0, y2 = 0,

z2 = 0, y3 = 0, y1 =240, z3 = 295, y4 = 60,

x4 = 150, z4 = 35, x2 = 300]);

S := 6055

Вiдповiдь: Оптимальний план перевезень: x1 = 0, x2 = 300,
x3 = 0; y1 = 240, y2 = 0, y3 = 0, y4 = 60; z1 = 0, z2 = 0, z3 = 295,
z4 = 35. S = 6055.

10.5 Завдання для самостiйного виконання

1. Знайти похiдну функцiї:

1) y = 2+ x− x2, чому дорiвнює y′(0); y′(12); y
′(1); y′(−10);

2) y = x3

3 + x2

2 − 2x; 3) y = (x+ 1)(x+ 2)2(x+ 3)3;

4) y = (1 + nxm)(1 +mxn); 5) y = (1−x)p

(1+x)q ;

6) y = 3

√
1 + 3

√
1 + 3

√
x; 7) y = (2− x2) cosx+ 2x sinx;

8) y = sin(sin(sinx)); 9) y = ex
(
1 + ctg x

2

)
;

10) y = ln 1+x
1−x+

√
k

1−k ln
1+x

√
k

1−x
√
k
; 11) y = − cosx

2 sin2 x
+ln

√
1+cosx
sinx ;

12) y = arctg(x+
√
1 + x2); 13) y =

(
arcsin (sin2 x)
arccos(cos2 x)

)arctgx
;

14) y = arccos 1
|x| ; 15) y = | sin3 x|; 16) y = ln |x|.

2. Знайти найменше i найбiльше значення функцiї:
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1) f(x) = 2x на вiдрiзку [−1; 5];
2) f(x) = x2 − 4x+ 6] на вiдрiзку [−3; 10];
3) f(x) = |x2 − 3x+ 2| на вiдрiзку [−10; 10];
4) f(x) = x+ 1

x на вiдрiзку [0,01; 100];
5) f(x) =

√
5− 4x на вiдрiзку [−1; 1].

3. Знайти частиннi похiднi функцiї:
1) ∂3u

∂x2∂y
, якщо u = x ln(xy);

2) ∂6u
∂x3∂y3

, якщо u = x3 sin y + y3 sinx;

3) ∂3u
∂x∂y∂z , якщо u = arctg x+y+z−xyz

1−xy−xz−yz ;

4) ∂4u
∂x∂y∂ξ∂η , якщо u = ln 1√

(x−ξ)2+(x−η)2
;

5) ∂m+nu
∂xm∂yn , якщо u = x+y

x−y .

4. Знайти точки екстремуму функцiї декiлькох змiнних:
1) z = x2 − xy + y2 − 2x+ y + 4;
2) z = x4 + y4 − x2 − 2xy − y2 − 7;
3) z = e2x+2y(8x2 − 6xy + 3y2);
4) z = x2 + xy + y2 − 4 lnx− 10 ln y;
5) u = x2 + y2 + z2 + 12xy + 2z.

5. Знайти найбiльше значення лiнiйної форми L = 2x1 +2x2,
за умови: 

3x1 − 2x2 ≥ −6;
3x1 + x2 ≥ 3;
x1 ≥ 0;
x2 ≥ 0.

6. Мiнiмiзувати лiнiйну функцiю L = 12x1+4x2 при обмеже-
ннях: 

x1 + x2 ≥ 2;
x1 − x2 ≥ 0;
x1 ≥ 1

2 ;
x2 ≤ 4.
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7. Знайти найбiльше значення функцiї L = 2x1 + 3x2 + 3x3
при обмеженнях: 

x2 + x3 ≤ 3;
x1 − x2 ≥ 0;
x1 ≥ 1;
3x1 + x2 ≤ 15.

8. Знайти найбiльше значення функцiї L = 3x1 − 6x2 + 2x3
при обмеженнях:{

3x1 + 3x2 + 2x3 ≤ 6;
x1 + 4x2 + 8x3 ≤ 8.

9. Провести повне дослiдження функцiї та побудувати її гра-
фiк:

1) y = 2−x2

1+x4 ; 2) y =
√

x4+3
x2+1

;

3) y = cosx− 1
2 cos 2x; 4) y = ln

(
x+

√
x2 + 1

)
;

5) y = x+ arctg x; 6) y = arccos 1−x2

1+x2 .
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Побудова графiкiв 3D

При пiдключеннi до бiблiотеки plots, тобто пiсля виконання
команди with(plots), Maple досить просто виконує побудову три-
вимiрних графiкiв, спроможний виконувати побудову декiлькох
графiкiв в однiй i тiй же системi координат.

Побудуємо декiлька поверхонь другого порядку.

Приклад 11.1. Побудувати елiптичний параболоїд z = x2

4 + y2

9
при x ∈ [−2; 2] ; y ∈ [−3; 3] ; z ∈ [0; 4] .

Розв’язання
> with(plots):

Warning, the name changecoords has been redefined

> implicitplot3d( x^2/4+y^2/9+z^2/16=1, x=-2..2,

y=-3..3, z=-4..4);

149
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Приклад 11.2. Побудувати гiперболiчний параболоїд z = x2

4 −
− y2

9 при x ∈ [−2; 2] ; y ∈ [−3; 3] ; z ∈ [0; 4] .

Розв’язання
> implicitplot3d( x^2/4+y^2/9-z^2/16=1, x=-2..2,

y=-3..3, z=-4..4);

Приклад 11.3. Побудувати двопорожнинний гiперболоїд x2

4 +

+ y2

9 − z2

16 = −1 при x ∈ [−2; 2] ; y ∈ [−3; 3] ; z ∈ [−4; 4] .

Розв’язання
> implicitplot3d( x^2/4+y^2/9-z^2/16=-1,

x=-2..2, y=-3..3,z=-12..12);

Приклад 11.4. Побудувати конус x2

4 + y2

9 − z2

16 = 0 при x ∈
∈ [−2; 2] ; y ∈ [−3; 3] ; z ∈ [−4; 4] .

Розв’язання
> implicitplot3d( x^2/4+y^2/9-z^2/16=0, x=-2..2,

y=-3..3,z=-4..4);
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Приклад 11.5. Побудувати eлiптичний параболоїд z = x2

4 + y2

9
при x ∈ [−2; 2] ; y ∈ [−3; 3] ; z ∈ [0; 4] .

Розв’язання

> implicitplot3d( z=x^2/4+y^2/9, x=-2..2, y=-3..3,

z=0..4);

Приклад 11.6. Побудувати гiперболiчний параболоїд z = x2

4 −
− y2

9 при x ∈ [−2; 2] ; y ∈ [−3; 3] ; z ∈ [0; 4] .

Розв’язання

> implicitplot3d( z=x^2/4-y^2/9, x=-2..2, y=-3..3,

z=0..4);
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Приклад 11.7. Побудувати eлiптичний цилiндр x2

4 + y2

9 = 1 при
x ∈ [−2; 2] ; y ∈ [−3; 3] ; z ∈ [−4; 4] .

Розв’язання

> implicitplot3d( x^2/4+y^2/9=1, x=-2..2, y=-3..3,

z=-4..4);

Приклад 11.8. Побудувати гiперболiчний цилiндр x2

4 − y2

9 = 1
при x ∈ [−2; 2] ; y ∈ [−3; 3] ; z ∈ [−4; 4] .

Розв’язання

> implicitplot3d( x^2/4-y^2/9=1, x=-3..3, y=-2..2,

z=-4..4);
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Приклад 11.9. Побудувати параболiчний цилiндр y2 = 4x при
x ∈ [−2; 2] ; y ∈ [−3; 3] ; zı. [−4; 4].

Розв’язання
> implicitplot3d( y^2=4*x, x=-2..2, y=-3..3,

z=-4..4);

Приклад 11.10. Побудувати поверхню x3 + y3 + z3 + 1 =
= (x+ y + z + 1)3, якщо x ∈ [−2; 2] , y ∈ [−2; 2] , z ∈ [−2; 2] .

Розв’язання

> with(plots):

Warning, the name changecoords has been redefined

> implicitplot3d( x^3+y^3+z^3+1=(x+y+z+1)^3,

x=-2..2, y=-2..2,z=-2..2, grid=[13,13,13]);
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Приклад 11.11. Побудувати поверхнi x2−y2+z2 = 1 та y = exz

при x ∈ [−π;π] ; y ∈ [−π;π] ; z ∈ [−1; 1].

Розв’язання

> implicitplot3d({x^2-y^2+z^2=1,y=exp(x*z)},

x=-Pi..Pi, y=-Pi..Pi,z=-1..1);

Приклад 11.12. Побудувати поверхню z = sin(xy), при
x ∈ [−1, 5; 1, 5] , y ∈ [−1, 5; 1, 5].

Розв’язання

> plot3d(sin(x*y),x=-1.5..1.5,y=-1.5..1.5);
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Приклад 11.13. Побудувати поверхню z = sin (xy), при
x ∈ [−π;π] , y ∈ [−π;π] .

Розв’язання

> plot3d(sin(x*y),x=-Pi..Pi,y=-Pi..Pi,

style=contour);

Приклад 11.14. Побудувати поверхню z = x sinx cos y,
z = x cosx cos y, z = x sin y при x ∈ [0; 2π] , y ∈ [0;π].

Розв’язання

> plot3d([x*sin(x)*cos(y),x*cos(x)*cos(y),x*sin(y)],x

=0..2*Pi,y=0..Pi);
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Приклад 11.15. Побудувати поверхню z = xe(−x2−y2) при
x ∈ [−2; 2] , y ∈ [−2; 2].

Розв’язання

> plot3d(x*exp(-x^2-y^2),x=-2..2,y=-2..2,

color=x);

Приклад 11.16. Побудувати поверхнi z = sin (xy) , z = x+ 2y
при x ∈ [−π;π] , y ∈ [−π;π].

Розв’язання

> plot3d({sin(x*y), x + 2*y},x=-Pi..Pi,y=-Pi..Pi);
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Приклад 11.17. Побудувати поверхню z = 1,3x sin y при
x ∈ [−1; 2π] , y ∈ [0;π].

Розв’язання
> plot3d((1.3)^x* sin(y),x=-1..2*Pi, y=0..Pi,

coords=spherical, style=patch);

На закiнчення цього роздiлу наведемо приклади ще
трьох геометричних об’єктiв:

> c1:=[cos(x)-2*cos(0.4*y),sin(x)-2*sin(0.4*y),y]:
> c2:= [cos(x)+2*cos(0.4*y),sin(x)+2*sin(0.4*y),y]:
> c3:=[cos(x)+2*sin(0.4*y),sin(x)-2*cos(0.4*y),y]:
> c4:=[cos(x)-2*sin(0.4*y),sin(x)+2*cos(0.4*y),y]:
> plot3d({c1,c2,c3,c4},x=0..2*Pi,y=0..10,grid=[25,

15],style=patch);
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> plot3d({c1,c2,c3,c4}, x=0..2*Pi,y=0..10,

grid=[25,15],style=patch, color=sin(x));

> plot3d([1,x,y],x=0..2*Pi,y=0..2*Pi,coords=

toroidal(10),scaling=constr ained);
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11.1 Побудова областей у просторi, обме-
жених заданими поверхнями

Областi, або тiла у просторi, обмеженi поверхнями, можна
будувати, задаючи графiки цих поверхонь.

Приклад 11.18. Побудувати область, обмежену параболоїдом
y = x2 + z2 i площиною y = 4.

Розв’язання
Будуємо поверхнi за допомогою функцiї implicitplot3d:
> with(plots):

> implicitplot3d([x^2+z^2 = y, y = 4],

x = -6 .. 6, y = -6 .. 6, z = -6 .. 6, axes =

normal, view = [-6 .. 6, -6 .. 6, -6 .. 6],

numpoints =10000);

Такi побудови не завжди є наочними, оскiльки часто потрi-
бнi не самi поверхнi, а тi контури поверхонь, що обмежують
область y просторi. Побудови таких контурiв можна домогтися,
якщо будувати лiнiї перетину поверхонь, що обмежують тiло,
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з координатними площинами, а також iншими поверхнями, що
обмежують тiло. Це можна зробити, задаючи параметрично цi
лiнiї перетину. Побудуємо контури, що обмежують фiгуру за
допомогою функцiї spacecurve, задаючи параметрично лiнiї пе-
ретину поверхнi y = x2+z2 iз координатними площинами x = 0,
z = 0 та з площиною y = 4.

Лiнiя перетину поверхнi y = x2 + z2 з площиною x = 0:

> P1 := spacecurve([0, t^2, t], t = -2 .. 2,

color = black, thickness = 2, axes = normal):

Лiнiя перетину поверхнi y = x2 + z2 з площиною y = 4:

> P2 := spacecurve([2*cos(t), 4, 2*sin(t)],

t= 0 .. 2*Pi, color = black, axes = normal):

Лiнiя перетину поверхнi y = x2 + z2 з площиною z = 0:

> P3 := spacecurve([t, t^2, 0], t = -2 .. 2,

color = black, thickness = 2, axes = normal):

Будуємо контури поверхонь, що обмежують область у про-
сторi:

> display(P1, P2, P3, view = [-4 .. 4, -6 .. 6,

-4 .. 4], orientation = [15, 75, 1], labels =

[x, y, z]);
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11.2 Завдання для самостiйного виконання

1. Використовуючи бiблiотеку plots, побудувати поверхню:

1) z = x2; 2) x2 + y2

9 + z2

4 = 1;

3) x2 + z2 = 1; 4) x2

4 + y2 − z2

4 = 1;

5) z = y2 − x2; 6) 4x2 − y2 + 2z2 + 4 = 0;

7) x2 +2y2 − 6x− y+10; 8) 9x2 + y2 − z2 − 2y+2z = 0;

9) z = − 3y
x2+y2+1

; 10) z = −xye−x2−y2 ;

11) z = sin(|x|+ |y|); 12) z = ln
√

x2 + y2.
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Iнтеграл та його
застосування

12.1 Невизначенi та визначенi iнтеграли

За допомогою пакета символьних обчислень Maple можна
знаходити як невизначенi, так i визначенi iнтеграли, подвiйнi
та потрiйнi iнтеграли. Для знаходження iнтегралiв використо-
вується команда int.

Приклад 12.1. Знайти iнтеграл
∫

3x−1
x2−4x+8

dx (приклад iнтегра-
ла, що обчислюється за допомогою видiлення повного квадра-
та).

Розв’язання
> Int((3*x-1)/(x^2-4*x+8),x);∫

3x− 1

x2 − 4x+ 8
dx

> int((3*x-1)/(x^2-4*x+8),x);

3

2
ln(x2 − 4x+ 8) +

5

2
arctan(

1

2
x− 1)

Приклад 12.2. Знайти iнтеграл
∫
(3x+ 7) cos 5xdx (приклад

iнтеграла, що обчислюється за допомогою методу iнтегрування
частинами).

162
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Розв’язання
> Int((3*x+7)*cos(5*x),x);∫

(3x+ 7) cos(5x) dx

> int((3*x+7)*cos(5*x),x);

3

25
cos(5x) +

3

5
x sin(5x) +

7

5
sin(5x)

Приклад 12.3. Знайти iнтеграл
∫

x
x3−1

dx (приклад iнтеграла,
що обчислюється за допомогою розкладу рацiонального дробу
на елементарнi рацiональнi дроби).

Розв’язання
> Int(x/(x^3-1),x);∫

x

x3 − 1
dx

> int(x/(x^3-1),x);

1

3
ln(x− 1)− 1

6
ln(x2 + x+ 1) +

1

3

√
3 arctan

(
1

3
(2x+ 1)

√
3

)
Приклад 12.4. Знайти iнтеграл

∫
1

1+
√
x+

√
1+x

dx.

Розв’язання
> Int(1/(1+sqrt(x)+sqrt(1+x)),x);∫

1

1 +
√
x+

√
1 + x

dx

> Int(1/(1+sqrt(x)+sqrt(1+x)),x)=

int(1/(1+sqrt(x)+sqrt(1+x)),x);∫
1

1 +
√
x+

√
1 + x

dx =
1

2
x+

√
x− 1

2

√
x
√
1 + x−

− 1

4

√
(1 + x)x ln

(
1

2
+ x+

√
x2 + x

)
√
1 + x

√
x

Приклад 12.5. Знайти iнтеграл
∫

x5
√
1−x2

dx.
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Розв’язання
> Int(x^5/sqrt(1-x^2),x);∫

x5√
1− x2

dx

> Int(x^5/sqrt(1-x^2),x)=int(x^5/sqrt(1-x^2),x);∫
x5√
1− x2

dx = −1

5
x4

√
1− x2 − 4

15
x2

√
1− x2 − 8

15

√
1− x2

Приклад 12.6. Знайти iнтеграл
∫

sin4 x
cos6 x

dx.

Розв’язання
> Int(sin(x)^4/cos(x)^6,x);∫

sin(x)4

cos(x)6
dx

> Int(sin(x)^4/cos(x)^6,x)=int(sin(x)^4/cos(x)^6,x);∫
sin(x)4

cos(x)6
dx =

1

5

sin(x)5

cos(x)5

Приклад 12.7. Знайти iнтеграл
∫
|x|dx.

Розв’язання
> Int(abs(x),x); ∫

|x| dx

> Int(abs(x),x)=int(abs(x),x);∫
|x|dx =

{
−1

2x, x ≤ 0;
1
2x, x > 0.

Приклад 12.8. Знайти iнтеграл
∫
e−|x|dx.

Розв’язання
> Int(exp(-abs(x)),x);∫

e(−|x|) dx
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> Int(exp(-abs(x)),x)=int(exp(-abs(x)),x);∫
e−|x|dx =

{
ex, x ≤ 0;

−e−x + 2, x > 0.

Приклад 12.9. Обчислити визначений iнтеграл
1∫
0

x3

5x4+1
dx.

Розв’язання
> Int(x^3/(5*x^4+1),x=0..1);∫ 1

0

x3

5x4 + 1
dx

> int(x^3/(5*x^4+1),x=0..1);

1

20
ln(2) +

1

20
ln(3)

Знайдемо наближення останнього виразу:
> int(x^3/(5*x^4+1.0),x=0..1);

.08958797348

Приклад 12.10. Обчислити визначений iнтеграл
1∫
0

sinx
x dx.

Розв’язання
> Int((sin(x)/x),x=a..b)=int((sin(x)/x),x=a..b);∫ b

a

sin(x)

x
dx = Si(b)− Si(a)

> Int((sin(x)/x),x=0..1.)=int((sin(x)/x),x=0..1.);∫ 1.

0

sin(x)

x
dx = .9460830704

Приклад 12.11. Обчислити невласний iнтеграл
∞∫
0

xe−xdx.

Розв’язання
> Int(x*exp(-x),x=0..infinity)=int(x*exp(-x),

x=0.. infinity); ∫ ∞

0
x e(−x) dx = 1



166 12. Iнтеграл та його застосування

Приклад 12.12. Обчислити невласний iнтеграл
∞∫

−∞

1
x2+6x+12

dx.

Розв’язання
> Int(1/(x^2+6*x+12),x=-infinity..+infinity)=

int(1/(x^2+6*x+12),x=-infinity..+infinity);∫ ∞

−∞

1

x2 + 6x+ 12
dx =

1

3
π
√
3

12.2 Кратнi iнтеграли

Для обчислення подвiйних та потрiйних iнтегралiв потрiбно
застосувати команду int декiлька разiв. Проiлюструємо це на
прикладах.

Приклад 12.13. Обчислити подвiйний iнтеграл

3∫
−3

5∫
y2−4

(x+ 2y)dxdy.

Розв’язання
> Int(Int(x+2*y,x=y^2-4..5),y=-3..3)=

int(int(x+2*y,x=y^2-4..5),y=-3..3);∫ 3

−3

∫ 5

y2−4
x+ 2 y dx dy =

252

5

Приклад 12.14. Обчислити подвiйний iнтеграл

2∫
0

1
2
x∫

0

(x2 + y2)dxdy.

Розв’язання
> Int(Int(x^2+y^2,y=0..x/2),x=0..2)

=int(int(x^2+y^2,y=0..x/2),x=0..2);∫ 2

0

∫ 1/2x

0
x2 + y2 dy dx =

13

6

Приклад 12.15. Обчислити подвiйний iнтеграл
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2,6∫
2,0

4,4∫
4,0

1
xydxdy.

Розв’язання
> Int(Int(1/(x*y),x=4.0..4.4),y=2.0..2.6)=

int(int(1/(x*y),x=4.0..4.4),y=2.0..2.6);∫ 2.6

2.0

∫ 4.4

4.0

1

x y
dx dy = .02500598527

Приклад 12.16. Обчислити подвiйний iнтеграл

1
2
π∫

0

2∫
1

ρ sinφdρdφ.

Розв’язання
> Int(Int(rho*sin(phi),rho=1..2),phi=0..Pi/2) =

int(int(rho*sin(phi),rho=1..2), phi=0..Pi/2);∫ 1/2π

0

∫ 2

1
ρ sin(ϕ) dρ dϕ =

3

2

Приклад 12.17. Обчислити потрiйний iнтеграл

1∫
0

x∫
0

√
x2+y2∫
0

zdzdydx.

Розв’язання
> Int(Int((Int(z,z=0..sqrt(x^2+y^2)),y=0..x)),

x=0..1)=int(int((int(z,z=0..sqrt(x^2+y^2)),

y=0..x)),x=0..1);∫ 1

0

∫ x

0

∫ √
x2+y2

0
z dz dy dx =

1

6

Приклад 12.18. Обчислити потрiйний iнтеграл

a∫
0

a∫
0

a∫
0

(x2 + y2)zdxdydz.
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Розв’язання
> Int(Int(Int((x^2+y^2)*z, x=0..a), y=0..a),

z=0..a); ∫ a

0

∫ a

0

∫ a

0
(x2 + y2) z dx dy dz

> value(%);

1

3
a6

Приклад 12.19. Обчислити потрiйний iнтеграл

π/2∫
0

π/4∫
0

4 cos(ω)∫
0

p2 sinωdpdωdq.

Розв’язання
> Int(Int(Int(p^2*sin(omega), p=0..4*cos(omega)),

omega=0..Pi/4),q=0..Pi/2)=int(int(int(p^2*

sin(omega), p=0..4*cos(omega)),omega=0..Pi/4),

q=0..Pi/2);∫ 1/2π

0

∫ 1/4π

0

∫ 4 cos(ω)

0
p2 sin(ω) dp dω dq = 2π

Приклад 12.20. Обчислити потрiйний iнтеграл

R∫
0

π/2∫
0

2π∫
0

sin (θ)·r2
r2+R2 dφdθdr.

Розв’язання
> Int(Int(Int(sin(theta)*r^2/(r^2+R^2),

phi=0..2*Pi), theta=0..Pi/2),r=0..R)=

int(int(int(sin(theta)*r^2/(r^2+R^2),

phi=0..2*Pi),theta=0..Pi/2), r=0..R);∫ R

0

∫ 1/2π

0

∫ 2π

0

sin(θ) r2

r2 +R2
dϕ dθ dr = 2π R− 1

2
π2R

> factor(%);∫ R

0

∫ 1/2π

0

∫ 2π

0

sin(θ) r2

r2 +R2
dϕ dθ dr = −1

2
π R (−4 + π)
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12.3 Розв’язування задач

Проiлюструємо використання ПСО Maple при розв’язуваннi
задач на застосування iнтегрального числення.

Задача 12.1. Швидкiсть руху матерiальної точки змiнює-
ться за законом V (t) = 4t2 +3t− 5

(м
с

)
. Знайти шлях, пройде-

ний точкою за першi 6 секунд вiд початку руху.

Розв’язання
Шлях, пройдений точкою при нерiвномiрному русi по прямiй

iз змiнною швидкiстю V = f (t) ≥ 0 за промiжок часу вiд t1 до

t2 знаходиться за формулою: S =
t2∫
t1

f(t)dt.

Знайдемо пройдений шлях точкою за першi шiсть секунд
руху:

> s:=Int(4*t^2+3*t-5,t=0..6);

s :=

6∫
0

4 t2 + 3 t− 5 dt

> s:=int(4*t^2+3*t-5,t=0..6);

s := 312

Вiдповiдь: 312м.

Задача 12.2. Обчислити площу фiгури, що обмежена двома
параболами y = 1

2x
2 − 3x− 2, y = −1

2x
2 − 7x+ 3.

Розв’язання
Побудуємо фiгуру, обмежену цими параболами:

> plot({1/2*x^2-3*x-2,-1/2*x^2-7*x+3},

x=-15..10,y=-10..35,color=black);
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–10

0

10

20

30

y

–15 –10 –5 5 10
x

Знайдемо абсциси точок перетину цих парабол. Для цього
розв’яжемо рiвняння: 1

2x
2 − 3x− 2 = −1

2x
2 − 7x+ 3.

> solve(1/2*x^2-3*x-2=-1/2*x^2-7*x+3,x);

1, −5

I, нарештi, знаходимо площу:

> S:=Int((-1/2*x^2-7*x+3)-(1/2*x^2-3*x-2),x=-5..1);

S :=

1∫
−5

− x2 − 4x+ 5 dx

> S:=int((-1/2*x^2-7*x+3)-(1/2*x^2-3*x-2),x=-5..1);

S := 36

Вiдповiдь: 36 кв. од.

Задача 12.3. Знайти площу фiгури, що лежить у першiй чвер-
тi i обмежена лiнiями y = x2, x+ y = 2, y = 2x.

Розв’язання

Побудуємо дану фiгуру:

> plot({x^2,2-x,2*x},x=0..2.5,y=0..2.5,color=black);
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0
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1
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2
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x

Знайдемо абсцису точок перетину прямих y = 2x та x +
+ y = 2 :

> solve(2-x=2*x,x);

2

3
Знайдемо абсциси точок перетину прямої x + y = 2 i па-

раболи y = x2:
> solve(2-x=x^2,x);

−2, 1

Знайдемо площi s1, s2, s3, s4, де s1 — площа, обмежена
графiками y = 2x, y = 0, x = 2

3 , s2 — площа, обмежена гра-
фiками y = 2 − x, y = 0, x = 2

3 , x = 1, s3 — сума площ s1 i
s2, s4 — площа, обмежена графiками y = x2, y = 0, x = 1 :

> S1:=Int(2*x,x=0..2/3);

S1 :=

∫ 2/3

0
2x dx

> S1:=int(2*x,x=0..2/3);

S1 :=
4

9
> S2:=Int(2-x,x=2/3..1);

S2 :=

∫ 1

2/3
2− x dx

> S2:=int(2-x,x=2/3..1);

S2 :=
7

18
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> S3:=4/9+7/18;

S3 :=
5

6
> S4:=Int(x^2,x=0..1);

S4 :=

∫ 1

0
x2 dx

> S4:=int(x^2,x=0..1);

S4 :=
1

3
I, нарештi, знаходимо площу фiгури:
> S5:=5/6-1/3;

S5 :=
1

2
Вiдповiдь: 1

2 кв. од.

Задача 12.4. Дуга тангенсоїди y = tg x вiд точки O (0; 0) до
точки A

(
π
4 ; 1
)

обертається навколо осi абсцис. Обчислiть пло-
щу утвореної поверхнi.

Розв’язання
Площа поверхнi обертання знаходиться за формулою:

Q = 2π

b∫
a

f (x)

√
1 + [f ′ (x)]2dx.

Знайдемо її:
> f:=tan(x);

f := tan(x)

> v:=diff(f,x);

v := 1 + tan(x)2

> Q=2*Pi*Int(tan(x)*sqrt(1+v^2),x=0..Pi/4);

Q = 2π

∫ 1/4π

0
tan(x)

√
1 + (1 + tan(x)2)2 dx

> Q=2*Pi*int(tan(x)*sqrt(1+v^2),x=0..Pi/4);
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Q = 2π (
1

2

√
5− 1

2
arctanh(

1

5

√
5)− 1

2

√
2 +

1

2
arctanh(

1

2

√
2))

> evalf(2*Pi*(1/2*sqrt(5)-1/2*arctanh(1/5*sqrt(5))

-1/2*sqrt(2)+1/2*arctanh(1/2*sqrt(2))),5);

3.8388

Вiдповiдь: Q =3,8390 кв. од.

Задача 12.5. Розмiри параболiчного дзеркала показано на ри-
сунку 12.1. Знайдiть площу його поверхнi.

Розв’язання
Рiвняння параболи, зображеної на малюнку, має вигляд x =

= k · y2. Оскiльки парабола проходить через точку (4; 16), то її
координати задовольняють рiвняння параболи. Пiдставивши ко-
ординати точки (4; 16) у рiвняння x = k · y2, знайдемо значення
коефiцiєнта k: 4 = k · 256 ⇒ k = 1

64 . Отже, парабола має рiв-
няння: x = 1

64 · y2. Параболiчне дзеркало можна розглядати як
фiгуру, утворену внаслiдок обертання дуги y = 8

√
x (0 ≤ x ≤ 4)

навколо осi Ox. Застосовуємо формулу S = 2π
b∫
a
y ·
√

1 + y′2xdx.

Рис. 12.1. Параболiчне дзеркало

> S:=2*Pi*Int(8*sqrt(x)*

sqrt(1+(diff(8*sqrt(x),x))^2),

x=0..4)=2*Pi*int(8*sqrt(x)*sqrt(1+

(diff(8*sqrt(x),x))^2),x=0..4);
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S := 2π

∫ 4

0
8
√
x

√
1 +

16

x
dx = 2π

(
640

3

√
5− 1024

3

)
> S:=evalf(2*Pi*int(8*sqrt(x)*sqrt(1+

(diff(8*sqrt(x),x))^2),x=0..4));

S := 852.5937008

Вiдповiдь: S = 852,59 кв.од.

Задача 12.6. Знайти об’єм кулi, що утворена внаслiдок обер-
тання навколо осi Ox верхньої частини пiвкола, яке задане рiв-
нянням x2 + y2 = R2.

Розв’язання
Верхня частина кола задається рiвнянням y =

√
R2 − x2,

x змiнюється в межах −R ≤ x ≤ R. Застосовуємо формулу

Vx = π
b∫
a
f2 (x) dx. Маємо V = π

R∫
−R

(√
R2 − x2

)2
dx.

> V:=Pi*Int((sqrt(R^2-x^2)^2),x=-R..R)

=Pi*int((sqrt(R^2-x^2)^2),x=-R..R);

V := π

∫ R

−R
R2 − x2 dx =

4

3
π R3

> V:=4/3*Pi*R^3;

V :=
4

3
π R3.

Вiдповiдь:
4

3
π R3.

Задача 12.7. Знайти об’єм тiла, отриманого обертанням нав-
коло осi Ox фiгури, що обмежена лiнiями y = x2, y = x+ 2.

Розв’язання
Зобразимо дану фiгуру:

> plot({x^2,x+2},x=-2.5..2.5,y=0..4.5,color=black);
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Знайдемо абсциси точок перетину параболи i прямої:
> solve(x^2=x+2,x);

2, −1

Об’єм тiла знаходимо за формулою:

V = π

2∫
−1

(x+ 2)2 dx− π

2∫
−1

x4dx.

> V1:=Pi*Int((x+2)^2,x=-1..2);

V1 := π

∫ 2

−1
(x+ 2)2 dx

> V1:=Pi*int((x+2)^2,x=-1..2);

V1 := 21π

> V2:=Pi*Int(x^4,x=-1..2);

V2 := π

∫ 2

−1
x4 dx

> V2:=Pi*int(x^4,x=-1..2);

V2 :=
33

5
π

> V:=21*Pi-33/5*Pi;

V :=
72

5
π

Вiдповiдь: 14,4π куб. од.



176 12. Iнтеграл та його застосування

Задача 12.8. Вода частково наповнює напiвсферичну чашу, ра-
дiус якої 30 см, так, що максимальна висота води у нiй рiвна
20 см. Знайти об’єм води в чашi.

Розв’язання

Помiстимо чашу в прямокутну систему координат так,
щоб центр кола, який її визначає, знаходився в точцi (0; 30).
Рiвняння цього кола матиме вигляд: x2 + (y − 30)2 = 302.
Звiдси x2 = 900 − (y − 30)2. Застосовуємо формулу Vy =

= π
∫ d
c φ2 (y) dy. Так як φ2 (y) = x2 = 900 − (y − 30)2 , а

0 ≤ y ≤ 20, то
> V:=Pi*Int(900-(y-30)^2,y=0..20)=

Pi*int(900-(y-30)^2,y=0..20);

V := π

∫ 20

0
900− (y − 30)2 dy =

28000

3
π

> V:=evalf(28000/3*Pi);

V := 29321.53144

Вiдповiдь: V = 29321,5 см3.

Задача 12.9. Знайти довжину дуги параболи y = 1
3x

2, що мi-
ститься мiж точками (0, 0) i (3, 3).

Розв’язання
Знайдемо похiдну функцiї:
> f:=1/3*x^2;
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f :=
1

3
x2

> diff(f,x);

2

3
x

Довжину дуги знайдемо, використавши формулу

l =

b∫
a

√
1 + (f ′ (x))2dx

> l:=Int(sqrt(1+(2/3*x)^2),x=0..3);

l :=

∫ 3

0

1

3

√
9 + 4x2 dx

> l:=int(sqrt(1+(2/3*x)^2),x=0..3);

l :=
3

2

√
5− 3

4
ln(−2 +

√
5)

> eval(3/2*sqrt(5.0)-3/4*ln(-2+sqrt(5.0)));

4.436828572

Вiдповiдь: 4,4 лiн. од.

Задача 12.10. Обчислити роботу, виконану при розтягуван-
нi пружини на 5 см, якщо вiдомо, що сила, яка необхiдна для
розтягування пружини, пропорцiйна видовженню x пружини
i, що для видовження пружини на 1 см потрiбна сила 2Н.

Розв’язання
Використаємо закон Гука F = k · x.
Згiдно з умовою, маємо рiвняння 2 = k ·0, 01. Розв’яжемо

його:
> solve(2=k*0.01,k);

200.

Пiдставивши в закон Гука k = 200, матимемо F = 200k.

Шукану роботу знайдемо за формулою A =
b∫
a
f (x) dx, при-

пустивши, що a = 0, b = 0, 05, f (x) = 200k:
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> A:=Int(200*x,x=0..0.05);

A :=

.05∫
0

200x dx

> A:=int(200*x,x=0..0.05);

A := .2500000000

Вiдповiдь: 0,25 Дж.

Задача 12.11. Знайти центр ваги дуги кола x2+y2 = 4, обме-
женої точками A (2; 0) , B (0; 2) .

Розв’язання
Зобразимо дану дугу, використавши бiблiотеку with(plots)

та команду implicitplot:
> with(plots):

Warning, the name changecoords has been redefined

> implicitplot( { x^2+y^2=4}, x=0..2, y=0..2,

color=black);
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Диференцiюємо рiвняння кола по x:
> f:=x^2+y^2=4;

f := x2 + y2 = 4

> implicitdiff(f,y,x);

−x

y
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Знаходимо диференцiал дуги кривої:
> dl:=sqrt(1+(-1*x/y)^2)*dx;

dl :=

√
1 +

x2

y2
dx

Статистичнi моменти вiдносно осей Ox i Oy знаходяться за

формулами: Mx =
b∫
a
ydl, My =

b∫
a
xdl.

Знайдемо їх.
Спочатку знаходимо статистичний момент вiдносно осi Ox:
> Mx:=Int(y*sqrt(1+(-1*x/y)^2),x=0.0..2);

Mx :=

∫ 2

0.
y

√
1 +

x2

y2
dx

> Subs(y=sqrt(4-x^2),y*sqrt(1+(-1*x/y)^2));

Subs(y =
√
4− x2, y

√
1 +

x2

y2
)

> subs(y=sqrt(4-x^2),y*sqrt(1+(-1*x/y)^2));

√
4− x2

√
1 +

x2

4− x2

> Mx:=Int(sqrt(4-x^2)*sqrt(1+x^2/(4-x^2)),x=0..2);

Mx :=

∫ 2

0

√
4− x2

√
1 +

x2

4− x2
dx

> Mx:=int(sqrt(4-x^2)*sqrt(1+x^2/(4-x^2)),x=0..2);

Mx := 4

Координати центра ваги дуги плоскої однорiдної кривої зна-
ходяться за формулами: xC =

My

l ; yC = Mx
l .

Знаходимо довжину дуги:
> l:=2*Pi*2/4;

l := π

Знаходимо yC :
> Yc:=Mx/l;
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Yc := 4
1

π
Аналогiчно, внаслiдок симетрiї фiгури, знаходиться xC .
Вiдповiдь: C

(
4
π ;

4
π

)
.

Задача 12.12. Число товару, що надходить на склад за час t,
визначається формулою f (t) = 5et−2t+5. Знайти запас, який
утворюється на складi за чотири години, рахуючи вiд початку
прийому товару.

Розв’язання
Запас товару N дорiвнює визначеному iнтегралу

N =
4∫
0

(
5et − 2t+ 5

)
dt:

> N:=Int(5*exp(t)-2*t+5,t=0..4);

N :=

∫ 4

0
5 et − 2 t+ 5 dt

> N:=int(5*exp(t)-2*t+5,t=0..4);

N := 5 e4 − 1

> eval(N);

5 e4 − 1

> evalf(%);eval(N);

271.9907502

Вiдповiдь: 5e4 − 1; 272.

Задача 12.13. Знайти площу фiгури, обмеженої лiнiями x =
= 0, x = 3, y = 6− 3x, y = 6− x2.

Розв’язання
Зобразимо дану фiгуру:

> plot({6-3*x,6-x^2},x=0..3,y=-3..7,color=black);
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Використовуючи подвiйний iнтеграл, знайдемо площу цi-
єї фiгури:

> S:=Int(Int(1,y=6-3*x..6-x^2),x=0..3);

S :=

∫ 3

0

∫ 6−x2

6−3x
1 dy dx

> S:=Int(Int(1,y=6-3*x..6-x^2),x=0..3)=

int(int(1,y=6-3*x..6-x^2),x=0..3);

S :=

∫ 3

0

∫ 6−x2

6−3x
1 dy dx =

9

2
Вiдповiдь: 4,5 кв. од.

Задача 12.14. За допомогою подвiйного iнтеграла обчислити
координати центра ваги фiгури, обмеженої заданими лiнiями
(поверхневу густину вважати рiвною одиницi):

x2 + 4y2 = 1, −x+ 2y = 1.

Розв’язання
Координати центра ваги знаходяться за формулами:

x̄ =
1

S

∫∫
D

xdxdy, ȳ =
1

S

∫∫
D

ydxdy.

Зобразимо дану фiгуру:
> with(plots):

Warning, the name changecoords has been redefined
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> implicitplot( { x^2+4*y^2=1,2*y-x=1}, x=-1.1..0,

y=0..0.6,color=black);
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Знайдемо площу фiгури, обмежену лiнiями y = x+1
2 , y =

=
√

1−x2

4 :
> S:=Int(Int(1,y=(x+1)/2..sqrt((1-x^2)/4)),x=-1..0);

S :=

∫ 0

−1

∫ 1/2
√
1−x2

1/2x+1/2
1 dy dx

> S:=int(int(1,y=(x+1)/2..sqrt((1-x^2)/4)),x=-1..0);

S := −1

4
+

1

8
π

Обчислимо iнтеграл

S :=

0∫
−1

1/2
√
1−x2∫

1/2x+1/2

x dy dx :

> int(int(x,y=(x+1)/2..sqrt((1-x^2)/4)),x=-1..0);

−1

12
Обчислимо iнтеграл

S :=

0∫
−1

1/2
√
1−x2∫

1/2x+1/2

y dy dx :



12.3. Розв’язування задач 183

> int(int(y,y=(x+1)/2..sqrt((1-x^2)/4)),x=-1..0);

1

24
Знаходимо координати центра ваги фiгури: (x̄ = a; ȳ =

= b):
> a:=1/( -1/4+1/8*Pi)*(-1/12);

a := − 1

12

1

−1

4
+

1

8
π

> normal(a);

−2

3

1

−2 + π
> b:=1/( -1/4+1/8*Pi)*(1/24);

b :=
1

24

1

−1

4
+

1

8
π

> normal(b);

1

3

1

−2 + π
> evalf(a);

−.5839794642

> evalf(b);

.2919897321

Вiдповiдь: x̄ = − 2
3(π−2) , ȳ = 1

3(π−2) , або наближено x̄ ≈ −0,58,
ȳ ≈ 0,29.

Задача 12.15. Знайти об’єм трикутної пiрамiди, обмеженої
площинами x+ 2y + z = 2, x = 2y, x = 0, z = 0.

Розв’язання
Трикутна пiрамiда, обмежена площинами x + 2y + z = 2,

x = 2y, x = 0, z = 0, зображена на малюнку 12.2. Область D —
трикутник, що визначається прямими x = 2y, x+ 2y = 2, x = 0.



184 12. Iнтеграл та його застосування

Рис. 12.2. Пiрамiда

Знайдемо точку перетину прямих x = 2y, x+ 2y = 2:{
x = 2y;
x+ 2y = 2,

⇔
{

x = 1;
y = 1

2 .

Шуканий об’єм лежить пiд графiком функцiї z = 2− x− 2y
i вище областi

D =
{
(x, y)| 0 ≤ x ≤ 1,

x

2
≤ y ≤ 1− x

2

}
.

Покажемо область D у площинi xOy (рис. 12.3).
Для знаходження об’єму застосуємо формулу

V =

∫∫
D

f (x, y) dxdy. (12.1)

V =

∫∫
D

(2− x− 2y) dS =

1∫
0

1−x
2∫

x
2

(2− x− 2y) dydx :

> with (student):

> Doubleint(2-x-2*y,y=x/2..1-x/2,x=0..1);
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Рис. 12.3. Область D

∫ 1

0

∫ 1−1/2x

1/2x
2− x− 2 y dy dx

> evalf(%);

.3333333333

> convert(.3333333333,fraction);

1

3
Вiдповiдь: 1

3 куб. од.

Задача 12.16. Обчислити об’єм тiла, обмеженого заданими
поверхнями

x2 + y2 = 9; x2 + z2 = 9

i розмiщеного в першому октантi.

Розв’язання
Шуканий об’єм дорiвнює подвiйному iнтегралу:

V =

3∫
0

√
9−x2∫
0

√
9− x2dydx.

Отже,
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> V:=int(int(sqrt(9-x^2),y=0..sqrt(9-x^2)),x=0..3);

V := 18

Вiдповiдь: 18 куб. од.

12.4 Завдання для самостiйного виконання

1. Знайти невизначений iнтеграл:

1)
∫
x2(5− x)4dx; 2)

∫ √
x−2

3√
x2+1

4
√
x

dx;

3)
∫

2x+1−5x−1

10x dx; 4)
∫
(1 + sinx+ cosx)dx;

5)
∫ 5√1−2x+x2

1−x dx; 6)
∫
(sin 5x+ sin 5α)dx;

7)
∫

xdx

(x2−1)
3
2
; 8)

∫
sinx+cosx
3√sinx−cosx

dx;

9)
∫

1
1−x2 ln

1+x
1−xdx; 10)

∫
xdx√

1+x2+
√

(1+x2)3
;

11)
∫
x arctg(x+ 1)dx; 12)

∫
sin2 3x · sin2 2xdx;

13)
∫
cos5 x ·

√
sinxdx; 14)

∫ √
a2 + x2dx;

15)
∫
sinx · ln(tg x)dx; 16)

∫
dx√

x+1+
√
x−1

;

17)
∫

xdx
x2−2x·cosα+1

; 18)
∫

x2dx
(1+x)(1+x2)(1+x3)

;

19)
∫

x2+3x−2
(x−1)(x2+x+1)2

dx; 20)
∫ √

x+1−
√
x−1√

x+1+
√
x−1

dx;

21)
∫ (x+1)dx

(x2+x+1)
√
x2+x+1

; 22)
∫

3
√
3x− x2dx;

23)
∫

dx

cosx
3√
sin2 x

dx; 24)
∫

dx
sin4 x+cos4 x

dx;

25)
∫
f(x)dx, де f(x) =

{
x2 − 4, при x ≤ 2;
6− 2x, при x > 2.

2. Обчислити визначений iнтеграл:

1)
π∫
0

sinxdx; 2)
2π∫
0

dx
1+ε cosxdx;

3)
1∫
0

arcsin
√
x√

x(1−x)
dx; 4)

π∫
0

x sinx
1+cos2 x

dx;
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5)
π
2∫
0

sinx sin 2x sin 3xdx; 6)
π∫
0

| cosx|
√
sinxdx;

7)
+∞∫
0

x lnx
(1+x2)2

dx; 8)
+∞∫
0

sinx2dx;

9)
+∞∫
−∞

dx
1+x2 ; 10)

+∞∫
−∞

dx
(x2+x+1)2

.

3. Обчислити подвiйний iнтеграл:

1)
3∫
1

8∫
y2+3

(x+ y)dxdy; 2)
3∫

−3

5∫
y2−4

(x+ 2y)dxdy;

3)
2π∫
0

a∫
0

r2 sin2 φdφdr; 4)
2∫
1

π∫
0

y sin(xy)dxdy;

5)
2∫
0

2∫
0

(16− x2 − 2y2)dxdy; 6)
π
2∫
0

π
2∫
0

sin(x+ y)dxdy;

7)
ln 2∫
0

ln 2∫
0

e2x−ydxdy; 8)
1∫
0

1∫
0

xy√
x2+y2+1

dxdy.

4. Обчислити потрiйний iнтеграл:

1)
2∫
1

x∫
0

1−y∫
0

x3y2zdzdydx;

2)
1∫
0

1−x∫
0

1−x−y∫
0

zdzdydx;

3)
1∫
0

z∫
0

y∫
0

ze−y2dzdydx;

4)
2∫

−2

4∫
x2

√
y−x2∫

−
√

y−x2

√
x2 + z2dzdydx;

5)
3∫
0

√
9−y2∫
0

√
18−x2−y2∫
√

x2+y2

(x2 + y2 + z2)dzdydx;
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6)
2∫

−2

√
4−x2∫

−
√
4−x2

2∫
√

x2+y2

(x2 + y2)dzdydx;

7)
π∫
0

2π∫
0

1∫
0

ρ2eρ
3
sinϕdρdθdϕ;

8)
2π∫
0

π
4∫
0

cosϕ∫
0

ρ2 sinϕdρdθdϕ.
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Розв’язування
диференцiальних рiвнянь
та систем
диференцiальних рiвнянь

13.1 Розв’язування
диференцiальних рiвнянь

Maple дозволяє будувати поля напрямiв диференцiальних рiв-
нянь та їх систем. Це стає можливим при пiдключеннi до бiблiо-
теки DEtools.

За допомогою пакета символьних обчислень Maple можна
розв’язувати диференцiальнi рiвняння та системи диференцi-
альних рiвнянь, проводити геометричну вiзуалiзацiю розв’яз-
ку. Для розв’язування диференцiальних рiвнянь слугує команда
dsolve.

Розв’яжемо звичайне диференцiальне рiвняння y′ = y +
+ 1:

> dsolve(diff(y(x),x)-y(x)-1=0,y(x));

y(x) = −1 + exC1

189
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У вiдповiдi присутня довiльна константа C1.
Побудуємо поле напрямiв цього рiвняння, використавши

команду dfieldplot:
> with(DEtools):
> dfieldplot(diff(y(x),x)-y(x)-1=0, y(x), x=-3..3,

y=-9..9,color=y+1);
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Задамо початкову умову, наприклад, y (0) = 2 та знайде-
мо частинний розв’язок рiвняння y′ = y + 1:

> dsolve({diff(y(x),x)-y(x)-1=0,y(0)=2},y(x));

y(x) = −1 + 3 ex

Скористаємося командою phaseportrait та побудуємо фа-
зову картинку рiвняння y′ = y+1, що задовольняє початкову
умову y (0) = 2:

> with(DEtools):
> phaseportrait(diff(y(x),x)-y(x)-1=0, y(x),

x=-3..3,[[y(0)=2]], y=-9..9,stepsize=.05,

color=y+1);

–8

–6

–4

–2
0

2

4

6

8

y(x)

–3 –2 –1 1 2 3
x



13.1. Розв’язування диференцiальних рiвнянь 191

Приклад 13.1. Знайти загальний розв’язок та побудувати поле
напрямiв диференцiального рiвняння з вiдокремлюваними змiн-
ними 1 + y′ + y + xy′ = 0.

Розв’язання

> dsolve(1+diff(y(x),x)+y(x)+x*diff(y(x),x)=0,y(x));

y(x) =
−x+ C1

1 + x

> dfieldplot(1+diff(y(x),x)+y(x)+x*diff(y(x),x)=0,

y(x),x=-5..5,y=-5..5, color=y);
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Приклад 13.2. Знайти загальний розв’язок диференцiального
рiвняння першого порядку y′+y tg x = cos2 x, побудувати фазову
картинку при y (0) = 1.

Розв’язання

> dsolve(diff(y(x),x)+y(x)*tan(x)=(cos(x))^2,y(x));

y(x) =
1

2
sin(2x) + cos(x)C1

> phaseportrait(diff(y(x),x)+y(x)*tan(x)=

(cos(x))^2,y(x),x=-5..5,[[y(0)=1]],

y=-5..5,color=cos(x));
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Побудуємо поле напрямiв моделi Лотка-Вольтера:{ dx
dt = x (1− y) ;
dy
dt = 3y (x− 1) .

> with(DEtools):
> dfieldplot([diff(x(t),t)=x(t)*(1-y(t)),

diff(y(t),t)=.3*y(t)*(x(t)-1)],

[x(t),y(t)],t=-2..2,x=-1..2,y=-1..2,

color=[.3*y(t)*(x(t)-1),x(t)*(1-y(t)),1.]);
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Побудуємо область, яку обмежує поле напрямiв диферен-
цiального рiвняння y′ = 1

2

(
−x−

√
x2 + 4y

)
:

> dfieldplot(diff(y(x),x)=

1/2*(-x-(x^2+4*y(x))^(1/2)),y(x),x=-3..3,

y=-3..2,color=1/2*(-x-(x^2+4*y)));
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Розглянемо приклад диференцiального рiвняння другого по-
рядку y′′ − y = 1.

Його розв’язок у Maple матиме вигляд:
> eval(4000*exp(.6807869986e-2*t),t=5);
> Dsolve(diff(y(x),x$2)-y(x)=1,y(x));

Dsolve(( ∂2

∂x2 y(x))− y(x) = 1, y(x))

> dsolve(diff(y(x),x$2)-y(x)=1,y(x));

y(x) = exC2 + e(−x)C1 − 1

Застосуємо Maple до розв’язування рiвняння другого по-
рядку y′′ − 7y′ + 10y = 0 iз початковими умовами y (0) =
= 2; y′ (0) = −1.

> de1:=diff(y(t),t$2)-7*diff(y(t),t)+10*y(t)=0;

de1 := ( ∂2

∂t2
y(t))− 7 ( ∂

∂t y(t)) + 10 y(t) = 0

> Dsolve({de1,y(0)=2,D(y)(0)=-1},y(t));

Dsolve({( ∂2

∂t2
y(t))− 7 ( ∂

∂t y(t)) + 10 y(t) = 0,

y(0) = 2, D(y)(0) = −1}, y(t))
> dsolve({de1,y(0)=2,D(y)(0)=-1},y(t));

y(t) = −5

3
e(5 t) +

11

3
e(2 t)

Приклад 13.3. Знайти загальний розв’язок диференцiального
рiвняння

y′′ − 6y′ + 9y = 9x2 − 39x+ 65
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i видiлити з нього частковий розв’язок, який задовольняє поча-
тковi умови y (0) = 1, y′ (0) = 1. Побудувати графiк знайде-
ної iнтегральної кривої.

Розв’язання
> de5:=diff(y(x),x$2)-6*diff(y(x),x)+9*y(x)=

9*x^2-39*x+65;

de5 := ( ∂2

∂x2 y(x))− 6 ( ∂
∂x y(x)) + 9 y(x) = 9x2 − 39x+ 65

> Dsolve(de5,y(x));

Dsolve(( ∂2

∂x2 y(x))− 6 ( ∂
∂x y(x)) + 9 y(x) = 9x2 − 39x+ 65, y(x))

> dsolve(de5,y(x));

y(x) = e(3x)C2 + e(3x) xC1 + 5− 3x+ x2

> dsolve({de5,y(0)=1,D(y)(0)=1},y(x));

y(x) = −4 e(3x) + 16 e(3x) x+ 5− 3x+ x2

> plot(-4*exp(3*x)+16*exp(3*x)*x+5-3*x+x^2,

x=-1..1,y=0..50);
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Приклад 13.4. Знайти загальний розв’язок неоднорiдного ди-
ференцiального рiвняння другого порядку iз сталими коефiцi-
єнтами y′′ − y′ − 6y = (2x− 1) e3x.

Розв’язання
> de2:=diff(y(x),x$2)-diff(y(x),x)-6*y(x)=(2*x-1)*

exp(3*x);

de2 := ( ∂2

∂x2 y(x))− ( ∂
∂x y(x))− 6 y(x) = (2x− 1) e(3x)
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> Dsolve(de2,y(x));

Dsolve(( ∂2

∂x2 y(x))− ( ∂
∂x y(x))− 6 y(x) = (2x− 1) e(3x), y(x))

> dsolve(de2,y(x));

y(x) = e(3x)C2 + e(−2x)C1 +
1

25
(5x2 − 7x) e(3x)

Приклад 13.5. Знайти загальний розв’язок диференцiального
рiвняння y′′ + 4y′ + 5y = 2 cosx − sinx i видiлити з нього час-
тковий розв’язок, який задовольняє початковi умови y (0) = 1,
y′ (0) = 2. Побудувати графiк знайденої iнтегральної кривої.

Розв’язання
> de3:=diff(y(x),x$2)+4*diff(y(x),x)+5*y(x)=

2*cos(x)-sin(x);

de3 := ( ∂2

∂x2 y(x)) + 4 ( ∂
∂x y(x)) + 5 y(x) = 2 cos(x)− sin(x)

> Dsolve(de3,y(x));

Dsolve(( ∂2

∂x2 y(x)) + 4 ( ∂
∂x y(x)) + 5 y(x) = 2 cos(x)− sin(x), y(x))

> dsolve(de3,y(x));

y(x) = e(−2x) sin(x)C2 + e(−2x) cos(x)C1 +
1

8
sin(x) +

3

8
cos(x)

> y1:=dsolve({de3,y(0)=1,D(y)(0)=2},y(x));

y1 := y(x) =
25

8
e(−2x) sin(x) +

5

8
e(−2x) cos(x) +

1

8
sin(x) +

3

8
cos(x)

> plot(25/8*exp(-2*x)*sin(x)+5/8*exp(-2*x)*cos(x)+

1/8*sin(x)+3/8*cos(x),x=-Pi*4..4*Pi);
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Приклад 13.6. Знайти загальний розв’язок диференцiального
рiвняння

y′′ − 2y′ + y = 3ex + x+ 1

i видiлити з нього частковий розв’язок, який задовольняє поча-
тковi умови y (0) = 4, y′ (0) = 2. Побудувати графiк знайде-
ної iнтегральної кривої.

Розв’язання
> de4:=diff(y(x),x$2)-2*diff(y(x),x)+y(x)=3*exp(x)+

x+1;

de4 := ( ∂2

∂x2 y(x))− 2 ( ∂
∂x y(x)) + y(x) = 3 ex + x+ 1

> Dsolve(de4,y(x));

Dsolve(( ∂2

∂x2 y(x))− 2 ( ∂
∂x y(x)) + y(x) = 3 ex + x+ 1, y(x))

> dsolve(de4,y(x));

y(x) = exC2 + ex xC1 +
3

2
x2 ex + x+ 3

> dsolve({de4,y(0)=4,D(y)(0)=2},y(x));

y(x) = ex + 3 +
3

2
x2 ex + x

> plot(exp(x)+3+3/2*x^2*exp(x)+x,x=-5..2);
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Розв’яжемо систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь{
x′t = 4x+ y − 36t;
y′t = −2x+ y − 2et,
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серед знайдених розв’язкiв видiлимо той, що задовольняє
умови x (0) = 0, y (0) = 1.

> with(DEtools):

> sys:=diff(x(t),t)=4*x(t)+y(t)-36*t,diff(y(t),t)

=-2*x(t)+y(t)-2*exp(t)

:fcns:={x(t),y(t)};

fcns := {x(t), y(t)}
> dsolve({sys,x(0)=0,y(0)=1},fcns);

{x(t) = 10 e(2 t) − 8 e(3 t) − 1 + 6 t− et,

y(t) = −20 e(2 t) + 8 e(3 t) + 10 + 3 et + 12 t}
Покажемо поле напрямiв системи диференцiальних рiвнянь{

x′t = 4x+ y;
y′t = −2x+ y.

> dfieldplot([diff(x(t),t)=4*x(t)+y(t),

diff(y(t),t)=-2*x(t)+y(t)],[x(t),y(t)],

t=-2..2,x=-2..2,y=-1..2,arrows=LARGE,

color=[-2*x(t)+y(t),4*x(t)+y(t),.1]);
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13.2 Розв’язування задач

Задача 13.1. Знайти закон руху тiла по осi Ox, якщо воно
почало рухатися з точки A (6, 0) зi швидкiстю V = 3t+ 2t2.
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Розв’язання
Вiдповiдно до умови задачi маємо рiвняння:
> eqn:=diff(S(t),t)=3*t+2*t^2;

eqn := ∂
∂t S(t) = 3 t+ 2 t2

Розв’яжемо його:
> dsolve(eqn,S(t));

S(t) =
2

3
t3 +

3

2
t2 + C1

Використавши початкову умову, маємо вiдповiдь:
> dsolve({eqn,S(6)=0},S(t));

S(t) =
2

3
t3 +

3

2
t2 − 198

Вiдповiдь: 3
2 t

2 + 2
3 t

3 − 198.

Задача 13.2. Знайти криву, що проходить через току (2; 1),
якщо вiдомо, що добуток абсциси будь-якої точки кривої на ку-
товий коефiцiєнт дотичної до кривої в цiй точцi дорiвнює по-
двоєнiй сумi координат цiєї точки.

Розв’язання
Розв’язання цiєї задачi зводиться до розв’язування дифе-

ренцiального рiвняння xy′ = 2 (x+ y), яке задовольняє поча-
ткову умову y (2) = 1.

> Dsolve({x*diff(y(x),x)=2*(x+y(x)),y(2)=1},y(x));

Dsolve({x ( ∂
∂x y(x)) = 2x+ 2y(x), y(2) = 1}, y(x))

> dsolve({x*diff(y(x),x)=2*(x+y(x)),y(2)=1},y(x));

y(x) = −2x+
5

4
x2

Вiдповiдь: y = −2x+ 5
4x

2.

Задача 13.3. Прискорення руху машинно-тракторного агрега-
ту рiвне a = dv

dt = F−P
m ( м

с2 ), F (кН) — сила, що рухає агрегат,
P (кН) — сума сил руховi опору, m (кг) — маса агрегату. Зна-
йти закон змiни швидкостi агрегату.
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Розв’язання
Рух агрегату описується диференцiальним рiвнянням dv

dt =
= F−P

m . Розв’язавши це рiвняння, знайдемо закон руху агре-
гату:

> Dsolve(diff(v(t),t)=(F-P)/m,v(t));

Dsolve( ∂
∂t v(t) =

F − P

m
, v(t))

> dsolve(diff(v(t),t)=(F-P)/m,v(t));

v(t) = −(−F + P ) t

m
+ C1

Вiдповiдь: v (t) = (F−P )t
m

м
с .

Задача 13.4. Експериментальним шляхом встановлено, що
швидкiсть розпаду радiю в кожен момент часу пропорцiйна по-
чатковiй кiлькостi радiю. У початковий момент часу (t = 0)
було R0 грам радiю. Знайти формулу для обчислення кiлько-
стi радiю в будь-який момент часу t. Через скiльки рокiв роз-
падеться половина початкової кiлькостi радiю при умовi, що
k = 0, 00044?

Розв’язання
Нехай коефiцiєнт пропорцiйностi k вiдомий (k > 0). Позна-

чимо через R кiлькiсть радiю, що не розпалася в момент часу
t.

Закон змiни кiлькостi радiю описується диференцiйним
рiвнянням:

> restart;

> deqn:=diff(R(t),t)=-k*R(t);

deqn := ∂
∂t R(t) = −kR(t)

Розв’яжемо його:
> dsolve(deqn,R(t));

R(t) = C1 e
(−k t)

Врахувавши початкову умову R (0) = R0 матимемо:
> dsolve({deqn,R(0)=R0},R(t));
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R(t) = R0 e
(−k t)

Розв’язавши рiвняння R0
2 = R0e

(−kt), знайдемо перiод пiв-
розпаду радiю:

> solve(R0/2.0=R0*exp(-k*t),t);

.6931471806
1

k
Якщо k = 0, 00044, то:
> eval(%,k=.00044);

1575.334502

Вiдповiдь: R (t) = R0e
(−kt); 1575 рокiв.

Задача 13.5. Вiтер у лiсi втрачає свою швидкiсть. На нескiн-
ченно малому промiжку шляху ця втрата пропорцiйна швид-
костi на початку цього промiжку i на довжинi промiжку. Зна-
йти швидкiсть вiтру, який пройшов лiсом 200м, знаючи, що
до вступу в лiс початкова швидкiсть вiтру V0 = 14 м

с , а пiсля
проходження лiсом шляху S = 1м швидкiсть вiтру зменши-
лася на величину V1 = 13, 8 м

с .

Розв’язання
Позначимо швидкiсть вiтру на вiдстанi S вiд початку лiсу

через V . Втрата швидкостi на шляху dS дорiвнює dV . Вiдпо-
вiдно до умови задачi втрата швидкостi вiтру −dV пропор-
цiйна V i dS. Диференцiальне рiвняння швидкостi вiтру має
вигляд:

> deqn:=diff(v(s),s)=-k*v(s);

deqn := ∂
∂s v(s) = −k v(s)

Знаходимо закон змiни швидкостi вiтру:
> dsolve(deqn,v(s));

v(s) = C1 e
(−k s)

Врахувавши початкову умову V (0) = 14, маємо:
> dsolve({deqn,v(0)=14},v(s));

v(s) = 14 e(−k s)
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Оскiльки V (1) = 13, 8, то маємо рiвняння 13, 8 = 14 · e−k.
Розв’яжемо це рiвняння i знайдемо коефiцiєнт пропорцiйно-
стi k:

> solve(13.8=14*exp(-k),k);

.01438873745

Отже,
> v(s):= 14*exp(-.1438873745e-1*s);

v(s) := 14 e(−.01438873745 s)

Знаходимо швидкiсть вiтру, який пройшов лiсом 200м:
> eval(%,s=200);

.7876588924

Вiдповiдь: 0,788 м
с .

Задача 13.6. У деякий момент часу рух потягу по горизон-
тальнi дiлянцi шляху зi швидкiстю 25 м

с були включенi гальма.
Знайти час гальмування i вiдстань, пройдену потягом пiсля
включення гальм, якщо опiр руху дорiвнює 0,3 ваги потягу.

Розв’язання
Згiдно з другим законом Ньютона, рух потягу пiсля вклю-

чення гальм змiнюється вiдповiдно до закону:
> eqn1:=m*diff(S(t),t$2)=-0.3*m*q;

eqn1 := m ( ∂2

∂t2
S(t)) = −.3mq

Скоротимо лiву i праву частини на m:
> eqn2:=diff(S(t),‘$‘(t,2)) = -.3*q;

eqn2 := ∂2

∂t2
S(t) = −.3 q

Розв’яжемо це диференцiальне рiвняння:
> dsolve(eqn2,S(t));

S(t) = − 3

20
q t2 + C1 t+ C2

Знайдемо частковий розв’язок цього рiвняння, що задо-
вольняє початковi умови S (0) = 0, S′ (0) = 25:

> ic:=D(S)(0)=25,S(0)=0:dsolve({eqn2,ic});
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S(t) = − 3

20
q t2 + 25 t

Знаходимо закон змiни швидкостi потягу:
> S:=-3/20*q*t^2+25*t;

S := − 3

20
q t2 + 25 t

> diff(S,t);

− 3

10
q t+ 25

Визначаємо час гальмування потягу:
> solve(-3/10*q*t+25=0,t);

250

3

1

q
> eval(250/3*1/q,q=9.807);

8.497331842

Визначаємо гальмiвний шлях потягу:
> subs(t=250/3*1/q,-3/20*q*t^2+25*t);

3125

3

1

q
> eval(3125/3*1/q,q=9.807);

106.2166480

Вiдповiдь: t ≈ 8, 5 c; s ≈ 106м.

Задача 13.7. У кiмнату, з температурою повiтря 20◦C, вне-
сли чашку кави з температурою 80◦C. За 5 хв температура
кави знизилась до 50◦C. Через скiльки часу температура кави
становитиме 40◦C?

Розв’язання
Позначимо через T температуру кави в момент часу t. Швид-

кiсть охолодження кави є швидкiсть змiни функцiї, що пов’язує
T i t, тобто похiдна dT

dt .

Величина dT
dt пропорцiйна рiзницi температур кави в чашцi

i в середовищi, що її оточує, тобто k (T − 20◦), де k коефiцiєнт
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пропорцiйностi. Отже,

dT

dt
= k

(
T − 200

)
.

Знаходимо функцiю T (t):

> eqn:=diff(T(t),t)=k(T(t)-20);

eqn := ∂
∂t T(t) = k(T(t)− 20)

> dsolve(eqn,T(t));

t−
∫ T(t) 1

k(a − 20)
da + C1 = 0

Використавши початкову умову T (0) = 80, маємо:
> dsolve({eqn,T(0)=80},T(t));

T(t) = RootOf

(
t−

∫ Z

0

1

k(a − 20)
da +

∫ 80

0

1

k(a − 20)
da

)
Iз останньої рiвностi, використавши умову T (5) = 50, зна-

ходимо k:
> solve(50 = 20+60*exp(k*5.0),k);

−.1386294361

Тодi функцiя T (t) набуде вигляду:
> T(t):= 20+60*exp(-.1386294361*t);

T(t) := 20 + 60 e(−.1386294361 t)

I, нарештi, знаходимо через який час температура кави
становитиме 40◦C:

> solve(20+60*exp(-.1386294361*t)=40,t);

7.924812504

Вiдповiдь: 7,92 хв.

Задача 13.8. Першi кiлька тижнiв пiсля народження дитина
збiльшує вагу пропорцiйно її вазi. Вага дитини в момент на-
родження 4 кг i 4 кг 400 г через два тижнi пiсля народження.
Якою буде вага дитини через п’ять днiв пiсля народження?
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Розв’язання
Позначимо вагу дитини в момент часу t через B (t). Швид-

кiсть збiльшення ваги дитини є швидкiстю змiни функцiї, що
пов’язує B (t) i t, тобто dB

dt .
Швидкiсть змiни ваги пропорцiйна вазi дитини, тобто kB, де

k коефiцiєнт пропорцiйностi.
Маємо диференцiальне рiвняння:
> eqn:=diff(B(t),t)=k*B(t);

eqn := ∂
∂t B(t) = kB(t)

Його загальний розв’язок має вигляд:
> dsolve(eqn,B(t));

B(t) = C1 e
(k t)

Частковий розв’язок, що задовольняє умову B (0) = 4000
має вигляд:

> dsolve({eqn,B(0)=4000},B(t));

B(t) = 4000 e(k t)

Для знаходження k розв’язуємо рiвняння:
> solve(4000*exp(14*k)=4400.0,k);

.006807869986

Знаходимо закон збiльшення ваги дитини:
> B(t):=4000*exp(.6807869986e-2*t);

B(t) := 4000 e(.006807869986 t)

Знаходимо вагу дитини через п’ять днiв пiсля народжен-
ня:

> eval(4000*exp(.6807869986e-2*t),t=5);

4138.501272

Вiдповiдь: 4 кг 139 гр.

13.3 Завдання для самостiйного виконання

1. Використовуючи команду dsolve, розв’язати диференцiаль-
не рiвняння:
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1) y′ + sin(x+ y) = sin(x− y);

2) xy′ sin y
x + x = y sin y

x

3) (1 + x2) · y′ + y = arctg x;

4) sin 2x+ 3x2y +
(
x3 + 1

1+x2

)
· y′ = 0;

5) y(y′)2 − (xy + 1)y′ + x = 0;

6) y − sin2 x+ x sin 2x;

7) y′′ + 2y′ − 3y = 0;

8) y′′ + y′ = 2x− 1;

9) y′′ − 2y′ − 8y = 12 sin 2x− 36 cos 2x;

10) y′′ + 4y′ + 3y = x+ e2x;

11) y′′ + 36y = 36 + 66x− 36x3.

2. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвняння y′+
y = e

x
2

√
y i видiлити iз нього частковий розв’язок, що за-

довольняє початкову умову y(0) = 1. Побудувати графiк
знайденої iнтегральної кривої.

3. Розв’язати систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь
x′t = z + y − x;
y′t = z + x− y;
z′t = x+ y + z.

Серед знайдених розв’язкiв видiлити той, що задовольняє
умови: x (0) = 1, y (0) = 0, z (0) = 0.
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Аналiтична геометрiя

14.1 Геометрiя на площинi

У цьому роздiлi покажемо можливостi Maple при розв’язу-
ваннi задач аналiтичної геометрiї.

Для розв’язування задач евклiдової двомiрної геометрiї ви-
користовується пакет geometry. Перед початком роботи пакет
отрiбно викликати, тобто виконати команду with(geometry).

Латинськi букви x i y використовуються як глобальнi змiннi
для координат точок, а також як змiннi у рiвняннях прямих та
iнших лiнiй. Геометричнi об’єкти визначаються загальноприйня-
тим чином: точка задається своїми координатами (команда poi-
nt); пряма — двома точками або рiвнянням (команда line); коло
(circle) — трьома точками, рiвнянням, заданням центра i радiуса
i т. д.

Ряд команд перевiряє виконання тiєї чи iншої умови для гео-
метричного об’єкта. При можливостi визначення вiдповiдi ре-
зультатом є булева константа (true — iстино, false — хибно); в
деяких випадках видаються координати об’єкта, при яких буде
виконуватись умова, що перевiряється.

Наведемо ряд команд, опускаючи параметри, якщо їх кiль-
кiсть i призначення слiдує з пояснення.

206
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Команди геометрiї

areСollinear перевiрка того, чи лежать три то-
ки на однiй прямiй

areСoncurrent перевiрка того, чи проходять три
прямi через одну точку

areParallel перевiрка паралельностi двох
прямих

arePerpendicular перевiрка перпендикулярностi
двох прямих

areSimilar перевiрка двох трикутникiв на
подiбнiсть

areTangent(line,circle) перевiрка того, чи дотикається
пряма до кола

concyclic перевiрка iснування кола, що
проходить через чотири точки

IsEquilateral перевiрка трикутника на рiвно-
стороннiсть

IsRightTriangle перевiрка того, чи трикутник
прямокутнiй

IsOnCircle(pt,circle) перевiрка належностi точки pt
колу circle

IsOnLine(pt,line) перевiрка належностi точки pt
прямiй line

area знаходження площi заданого об’-
єкта

bisector(tri,pt,name) знаходження довжини вiдрiзка
вiд вершини pt до середини про-
тилежної сторони трикутника tri

center(circle) визначення центра кола, ре-
зультат присвоюється змiннiй
center_circle

centroid(tri,name) знаходження центра ваги трику-
тника
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Для багатьох команд результат дiї присвоюється змiннiй з
iменем name.

Команди геометрiї з iменем name

circle(name,[pt,expr]) знаходження рiвняння кола з
центром у точцi pt i радiусом expr

circle(name,[pt1,pt2,pt3]) знаходження рiвняння кола, яке
проходить через три точки

circumcircle(name,tri) знаходження рiвняння кола, яке
описане навколо трикутника tri

convexhull знаходження рiвняння кола, яке
проходить через три точки iз за-
даної множини точок так, що всi
решта точок мiстяться всерединi
кола

coordinates(pt) команда виводить координати то-
чки pt

detailf(arg) вивiд iнформацiї про аргумент,
яким може бути точка, пряма, ко-
ло

diametr обчислення дiаметра кола, що
проходить через заданi точки

distance(pt,line) обчислення вiдстанi мiж точкою
pt i прямою line

ellipse(name,[]) визначення елiпса одним iз насту-
пних способiв: за п’ятьма точка-
ми; за центром i двома пiвосями;
за допомогою рiвняння

find_angle знаходження кута мiж двома
прямими або двома колами

incircle(tri,name) знаходження кола, вписаного в
трикутник tri

inter(line2,line2) знаходження точки перетину
двох прямих
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midpoint(pt1,pt2,name) обчислення координат середини
вiдрiзка, що визначається точка-
ми pt1,pt2

parallel(pt,line,name) знаходження прямої, що прохо-
дить через точку pt i паралельна
прямiй line

perpen_bisector(pt1,pt2,
name)

знаходження прямої, що прихо-
дить через середину вiдрiзка, що
визначається точками pt1,pt2 i
перпендикулярної до нього

perpendicuiar(pt,line,
name)

знаходження прямої, що прохо-
дить через точку pt i перпенди-
кулярна до прямої line

projection(pt,line,name) знаходження проекцiї точки pt на
пряму line

radius обчислення радiуса кола
randpoint(line,name) задання випадкової точки на пря-

мiй line
reflect(pt,line,name) знаходження точки, симетричної

точцi pt вiдносно прямої line
sides обчислення периметра трикутни-

ка
symmetric(pt,line,name) знаходження точки, симетричної

точцi pt вiдносно прямої line
tangent(pt,circle,name1,
name2)

знаходження двох прямих, якi
проходять через точку pt i до-
тикаються до кола circle; ре-
зультат присвоюється змiнним
name1, name2

tangentpc(pt,circle,name) знаходження дотичної до кола
circle, що проходить через точку
pt

Проiлюструємо використання деяких команд геометрiї.
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Задача 14.1. Дано точки A(0, 0), B(−4; 4), C(−3; 3), F (12, 8).
Перевiрити колiнеарнiсть точок A,B,C та A, B, F .

Розв’язання
> with(geometry):

> point(A, 0, 0), point(B, -4, 4), point(C, -3, 3),

point(F, 12, 8);

A, B, C, F

> AreCollinear(A, B, C);

true

> AreCollinear(A, B, F);

false

Вiдповiдь: точки A,B,C колiнеарнi, точки A,B, F неколiне-
арнi.

Задача 14.2. Перевiрити, чи належить точка A (−1; 0) колу
x2 + y2 = 1 та колу (x− 2)2 + y2 = 1.

Розв’язання
> with(geometry):

> circle(c1,x^2 + y^2 =1,[x,y]), circle(c2,

(x-2)^2 + y^2 =1,[x,y]), point(A,-1,0);

c1 , c2 , A

> IsOnCircle(A, c1);

true

> IsOnCircle(A, c2);

false

Вiдповiдь: точка A належить колу x2 + y2 = 1, точка A не-
належить колу (x− 2)2 + y2 = 1.

Задача 14.3. Перевiрити, чи належать точки A(1; 2) та
B(−3; 0) прямiй 2x− 4y = −6.

Розв’язання
> with(geometry):
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> line(l1, 2*x-4*y=-6, [x,y]), point(A, 1, 2),

point(B,-3,0): IsOnLine(A, l1);

true

> IsOnLine(B, l1);

true

Вiдповiдь: обидвi точки належать прямiй 2x− 4y = −6.

Задача 14.4. Коло, що проходить через точки A(−4, 5),
B(−2, 7), C(4,−3), задано рiвнянням ax2+ay2+ bx+ cy+d = 0.
Знайти коефiцiєнти a, b, c, d; радiус кола; координати центра;
побудувати дане коло.

Розв’язання

> with(geometry):

> circle(c1,[point(A,-4,5),point(B,-2,7),

point(C,4,-3)]);

c1

> detail(c1);

assume that the names of the horizontal and vertical
axes are _x and _y, respectively

name of the object : c1\
form of the object : circle2d\
name of the center : center_c1\
coordinates of the center : [1 , 2 ]\
radius of the circle : 34ˆ(1/2 )\
equation of the circle :

_xˆ2 − 29 + _yˆ2 − 2 ∗ _x − 4 ∗ _y = 0

> draw(c1,printtext=true);
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center_c1

–2

0

2

4

6

–4 –2 2 4 6

Вiдповiдь: a = 1, b = −2, c = −4, d = −29; (1, 2) — коорди-
нати центра; R =

√
34 — радiус.

Задача 14.5. Знайти координати вершин трикутника, знаю-
чи рiвняння його сторiн x−2y+3 = 0, 2x−y−3 = 0, x+y−3 = 0.
Виконати малюнок.

Розв’язання
> with(geometry):

> line(l1,x-2*y+3=0,[x,y]), line(l2,2*x-y-3=0,

[x,y]), line(l3,x+y-3=0,[x,y]);

l1 , l2 , l3
> triangle(T1,[l1,l2,l3]):

map(coordinates,DefinedAs(T1));

[[3, 3], [1, 2], [2, 1]]

> draw(T1,printtext=true);

uu1

uu2

uu31

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

2.4

2.6

2.8

3

1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3
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Вiдповiдь: (3; 3), (1; 2), (2; 1).
Розв’яжемо декiлька традицiйних задач аналiтичної геоме-

трiї.

Задача 14.6. Знайти площу трикутника ABC, якщо вiдомi
координати його вершин A (−2; 0) , B (2; 4) , C (6; 30) .

Розв’язання
> with(geometry):

> triangle(ABC,[point(A,-2,0),point(B,2,4),

point(C,6,30)]):
> area(ABC);

44

Вiдповiдь: 44 кв. од.

Задача 14.7. Знайти площу круга, центр якого знаходиться
в точцi A (−3; 2), а радiус рiвний 5.

Розв’язання
> with(geometry):

> circle(c,[point(A,-3,2),5]):
> area(c);

25π

Вiдповiдь: 25π кв. од.

Задача 14.8. Знайти площу елiпса, заданого рiвнянням x2

16 +

+ y2

9 = 1.

Розв’язання
> with(geometry):

> ellipse(e,x^2/16+y^2/9=1,[x,y]);

e

> area(e);

12π

Вiдповiдь: 12π кв. од.
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Задача 14.9. Дано трикутник iз вершинами A (1;−1) , B (4, 3) ,
C (5, 1) . Знайти: рiвняння висоти, проведеної з вершини A, то-
чку перетину висоти iз стороною BC, довжину висоти AH.

Розв’язання
> with(geometry):

> triangle(ABC,[point(A,1,-1),point(B,4,3),

point(C,5,1)]):
> altitude(hA1,A,ABC);

hA1

> form(hA1);

line2d

> detail(hA1);

assume that the names of the horizontal and vertical
axes are _x and _y, respectively

name of the object : hA1\
form of the object : line2d\
equation of the line : 3 − _x + 2 ∗ _y = 0

> altitude(hA2,A,ABC,H);

hA2

> form(hA2);

segment2d

> detail(hA2);

name of the object : hA2\
form of the object : segment2d\
the two ends of the segment : [[1 , −1 ], [5 , 1 ]]

> DefinedAs(hA2);

[A, H]
> point(A,1,-1), point(H1,5,1):
> distance(A,H1);

√
20

Вiдповiдь: AH : −x+ 2y + 3; H(5; 1); AH = 2
√
5.
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Задача 14.10. Дано трикутник iз вершинами A (2; 3) , B (5; 7) ,
C (6; 5) . Знайти: рiвняння медiани трикутника, проведеної з
вершини A та координати точки перетину медiани зi сторо-
ною BC. Побудувати малюнок.

Розв’язання
> with(geometry):

> triangle(T1, [point(A,2,3), point(B,5,7),

point(C,6,5)]);

T1

> bisector(bA,A,T1);

bA

> line(l1,[B,C]);

l1

> intersection(K,bA,l1);

K

> coordinates(K);

[10

√
5 + 3

5 + 2
√
5
,
14

√
5 + 25

5 + 2
√
5

]

> draw({T1(color=blue),bA(color=green),

K(color=brown)}, printtext=true);

K

C

B

A3

4

5

6

7

2 3 4 5 6

Вiдповiдь: −10x+
(
20 + 6

√
5
)
y − 40− 10

√
5 = 0;

K
(
10

√
5+3

5+2
√
5
; 14

√
5+25

5+2
√
5

)
.
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Задача 14.11. Чотирикутник ABCD задано координатами
його вершин: A (2;−10) , B (5; 0) , C (4;−3) , D (−2; 6) . Знайти
координати його центра мас.

Розв’язання
> with(geometry):

> ps:=[point(A,2,-10), point(B,5,0),

point(C,4,-3), point(D,-2,6)];

ps := [A, B, C, D]

> centroid(G,ps);

G

> form(G);

point2d

> coordinates(G); [
9

4
,
−7

4

]
> form(G);

point2d

> detail(G);

name of the object : G\
form of the object : point2d\
coordinates of the point : [9/4 , −7/4 ]

Вiдповiдь:
(
9
4 ;−

7
4

)
.

Задача 14.12. Дано координати вершин трикутника ABC:
A (−2; 5) , B (4; 2) , C (−4; 2) . Знайти координати центра кола
описаного навколо цього трикутника, його радiус, скласти рiв-
няння кола, виконати малюнок.

Розв’язання
> with(geometry):

> triangle(T,[point(A,-2,5),point(B,4,2),

point(C,-4,2)]):
> circumcircle(Elc, T, ’centername’ = OO);
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Elc

> detail(Elc);

assume that the names of the horizontal and vertical
axes are _x and _y, respectively

name of the object : Elc\
form of the object : circle2d\
name of the center : OO\
coordinates of the center : [0 , 3/2 ]\
radius of the circle : 1/4 ∗ 65ˆ(1/2 ) ∗ 4ˆ(1/2 )\
equation of the circle : _xˆ2 − 14 + _yˆ2 − 3 ∗ _y = 0

> draw({Elc(color=blue),T},printtext=true);

C
B

A

OO

–2

0

2

4

–4 –2 2 4

Вiдповiдь:
(
0; 32
)
; R = 1

2

√
65; x2 + y2 − 3y − 14 = 0.

Задача 14.13. Знайти центр, координати фокусiв, довжини
осей елiпса 9x2 + 5y2 = 45. Побудувати малюнок.

Розв’язання
> with(geometry):

> _EnvHorizontalName:=’x’:_EnvVerticalName:=’y’:
> ellipse(e1,9*x^2+5*y^2=45):
> center(e1),coordinates(center(e1));

center_e1 , [0, 0]

> foci(e1), map(coordinates,foci(e1));

[foci_1_e1 , foci_2_e1 ], [[0, −2], [0, 2]]
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> MajorAxis(e1), MinorAxis(e1);

6, 2
√
5

> detail(e1);

name of the object : e1\
form of the object : ellipse2d\
center : [0 , 0 ]\
foci : [[0 , −2 ], [0 , 2 ]]\
length of the major axis : 6\
length of the minor axis : 2 ∗ 5ˆ(1/2 )\
equation of the ellipse : 9 ∗ xˆ2 + 5 ∗ yˆ2 − 45 = 0

Вiдповiдь: (0; 0) — координати центра; (0;−2), (0; 2) — коор-
динати фокусiв; 6 — довжина великої осi, 2

√
5 — довжина малої

осi.

Задача 14.14. Знайти центр, фокус, асимптоти гiперболи,
заданої рiвнянням 9y2 − 4x2 = 36. Побудувати малюнок.

Розв’язання
> with(geometry):

> hyperbola(h1,9*y^2-4*x^2=36,[x,y]);

h1

> center(h1), coordinates(center(h1));

center_h1 , [0, 0]

> foci(h1), map(coordinates,foci(h1));

[foci_1_h1 , foci_2_h1 ], [[0, −
√
13], [0,

√
13]]

> vertices(h1), map(coordinates,vertices(h1));

[vertex_1_h1 , vertex_2_h1 ], [[0, −2], [0, 2]]

> asymptotes(h1), map(Equation,asymptotes(h1));

[asymptote_1_h1 , asymptote_2_h1 ], [y +
2

3
x = 0, y − 2

3
x = 0]

> line(l1,y+2/3*x = 0,[x,y]);

l1
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> line(l2, y-2/3*x = 0,[x,y]);

l2

> point(F1,0, -sqrt(13));

F1

> point(F2,0, sqrt(13));

F2

> point(V1,0, -2);

V1

> point(V2,0, 2);

V2
> draw({l1,l2,F1(color=blue),F2(color=blue),

h1(color=green),V1(color=black),

V2(color=black)},view=[-15..15,-10..10],

printtext=true);

V2

V1

F2

F1
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Вiдповiдь: (0; 0) — координати центра; (0;−
√
13), (0;

√
13) —

координати фокусiв; ±2
3x — рiвняння асимптот.

Задача 14.15. Скласти рiвняння гiперболи, для якої пряма x =
= −2 є директрисою, точка F (1; 0) — фокусом, число ε = 3

2 —
ексцентриситетом. Побудувати малюнок.

Розв’язання
> with(geometry):

> line(l1,x=-2,[x,y]);
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l1

> point(F,1,0);

F

> e := 3/2;

e :=
3

2
> hyperbola(h2, [’directrix’=l1, ’focus’=

F, ’eccentricity’=e], [x,y]);

h2

> eq := Equation(h2);

eq := −1

2
x2 − 8x− 5 + y2 = 0

> asymptotes(h2), map(Equation,asymptotes(h2));

[asymptote_1_h2 , asymptote_2_h2 ],[
1

6

√
3
√
6x+ y +

4

3

√
3
√
6 = 0, −1

6

√
3
√
6x+ y − 4

3

√
3
√
6 = 0

]
> line(l2,1/6*sqrt(3)*sqrt(6)*x+y+4/3*sqrt(3)*

sqrt(6) = 0,[x,y]);

l2
> line(l3,-1/6*sqrt(3)*sqrt(6)*x+y-4/3*sqrt(3)*

sqrt(6) = 0,[x,y]);

l3
> draw({l1(color=black),l2,l3,F(color=blue),

h2(color=black)},view=[-25..10,-10..10],

printtext=true);

F
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Вiдповiдь: −1
2x

2 − 8x+ y2 − 5 = 0.

Задача 14.16. Парабола задана рiвнянням y = 4x2 − 8y + 7.
Знайти координати її вершини, фокуса, рiвняння директриси.
Побудувати малюнок.

Розв’язання
> with(geometry):

> parabola(p1,y=4*x^2-8*y+7,[x,y]);

p1

> vertex(p1);

vertex_p1

> coordinates(vertex(p1));

[0,
7

9
]

> focus(p1);

focus_p1

> coordinates(focus(p1));

[0,
193

144
]

> directrix(p1);

directrix_p1

> Equation(directrix(p1));

y − 31

144
= 0

> line(l1,y-31/144 = 0,[x,y]);

l1

> point(V,0,7/9);

V

> point(F,0,193/144);

F
> draw({l1(color=black),F(color=blue),

p1(color=black),V(color=black) },

view=[-10..10,-2..10],printtext=true);
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V
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Вiдповiдь:
(
0; 79
)

— вершина; F
(
0; 193144

)
— фокус; y = 31

144 —
директриса.

Задача 14.17. Знайти рiвняння дотичних проведених, до кола
(x+ 2)2+(y − 3)2 = 25 iз точки A (10; 8). Побудувати малюнок.

Розв’язання
> with(geometry):

> point(A, 10, 8);

A

> circle(c, (x+2)^2 + (y-3)^2 = 25,[x,y]);

c

> TangentLine(obj, A, c, [l1, l2]);

[l1 , l2 ]

> form(l1), Equation(l1);

line2d , −2976

169
+

1440

169
x− 1428

169
y = 0

> form(l2), Equation(l2);

line2d , 96− 12 y = 0
> line(l1,-2976/169+1440/169*x-1428/169*y = 0,

[x,y]);

l1

> line(l2,96-12*y = 0, [x,y]);

l2
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> draw({l1(color=black),l2(color=black),

A(color=blue), c(color=black)},

view=[-8..12,-4..10],printtext=true);

center_c

A
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Вiдповiдь: 1440
169 x− 1428

169 y −
2976
169 = 0, y = 8.

Задача 14.18. Данi координати вершин трикутника ABC:
A (2; 3) , B (5; 7) , C (6; 5). Знайти: 1) довжину сторони AB; 2)
скласти рiвняння сторiн AB,AC,BC; 3) внутрiшнiй кут A;
4) рiвняння медiани AM , проведеної з вершини A; 5) рiвняння
висоти CH та її довжину; 6) рiвняння прямої, яка проходить
через точку M i паралельна до сторони AB i точку K перети-
ну її з висотою CH; 7) рiвняння описаного кола, координати
його центра, радiус; 8) площу трикутника ABC та круга, що
обмежує коло, описане навколо трикутника ABC.

Розв’язання
> with(geometry):

> _EnvHorizontalName:=x: _EnvVerticalName:=y:
> point(A,2,3),point(B,5,7),point(C,6,5);

line(l1,[A,B]);line(l2,[A,C]);line(l3,[B,C]);

A, B, C

l1

l2

l3

> triangle(T1,[A,B,C]);

T1
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> distance(A,B);
√
25

> Equation(l1);

−1− 4x+ 3 y = 0

> Equation(l2);

−8− 2x+ 4 y = 0

> Equation(l3);

−17 + 2x+ y = 0

> FindAngle(l1, l2);

arctan

(
1

2

)
> triangle(ABC,[point(A,2,3),point(B,5,7),

point(C,6,5)]):
> median(mA,A,ABC);

mA

> Equation(mA);

−9

2
− 3x+

7

2
y = 0

> intersection(M,mA,l3);

M

> coordinates(M);

[
11

2
, 6]

> PerpendicularLine(lp,C,l1);

lp

> Equation(lp);

−38 + 3x+ 4 y = 0

> intersection(H, l1, lp);

H

> coordinates(H);

[
22

5
,
31

5
]
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> distance(C,H);
√
4

> ParallelLine(l4, M, l1);

l4

> Equation(l4);

4− 4x+ 3 y = 0

> intersection(K, l4, lp);

K

> coordinates(K);

[
26

5
,
28

5
]

> circumcircle(Elc, T1, ’centername’ = OO);
> detail(Elc);

Elc

name of the object : Elc\
form of the object : circle2d\
name of the center : OO\
coordinates of the center : [7/2 , 5 ]\
radius of the circle : 1/4 ∗ 25ˆ(1/2 ) ∗ 4ˆ(1/2 )\
equation of the circle : xˆ2 + 31 + yˆ2 − 7 ∗ x−
−10 ∗ y = 0

> area(T1);

5

> area(Elc);

25

4
π

> draw({Elc(color=blue),T1(color=black),mA(color=

black), lp(color=black), l4(color=black),

H(color=blue), K(color=blue), M(color=blue)},

printtext=true);



226 14. Аналiтична геометрiя
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Задача 14.19. Мiж пунктами A i B по прямiй проходить ав-
тострада. На планi мiсцевостi цi пункти мають координати
A (1; 5) i B (13; 14) (розмiри в кiлометрах). Населений пункт
C iз координатами (7; 7) у тiй самiй системi координат по-
трiбно сполучити найкоротшою дорогою з цiєю автострадою.
Знайдiть на автострадi точку входження в неї дороги та дов-
жину дороги. Побудувати малюнок.

Розв’язання
Найкоротша вiдстань вiд населеного пункту C до автостради

буде проходити по перпендикуляру, проведеному з точки C на
пряму AB.

Знайдемо рiвняння прямої AB:
> with(geometry):

> _EnvHorizontalName :=’x’: _EnvVerticalName:=’y’:

> point(A,1,5);

A

> point(B,13,14);

B

> point(C,7,7);

C

> line(l1,[A,B]);

l1

> Equation(l1);

−51− 9x+ 12 y = 0
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Знайдемо рiвняння прямої, яка проходить через точку C
i перпендикулярна до AB:

> PerpendicularLine(l2,C,l1);

l2

> Equation(l2);

−147 + 12x+ 9 y = 0

Знайдемо координати точки входу дороги в автостраду:

> intersection(D,l1,l2);

D

> coordinates(D); [
29

5
,
43

5

]
Знайдемо довжину дороги CD:

> distance(C,D);
√
4

> segment(CD,[C,D]);

CD

Зображаємо малюнок:
> draw({l1,CD(color=black),A,B,C,D(color=

blue)},printtext=true,axes=NORMAL);

C

B

A

D

6

8

10

12

14

2 4 6 8 10 12

Вiдповiдь: D
(
29
5 ;

43
5

)
, 2 км.



228 14. Аналiтична геометрiя

Задача 14.20. Необхiдно вiдновити межi квадратної дiлянки
землi за трьома стовпами, що збереглися: одним у центрi дi-
лянки i по одному — на двох протилежних сторонах. Складiть
рiвняння прямих, що обмежують межi дiлянки, якщо коорди-
нати стовпiв на планi: M (1; 6) — у центрi, A (5; 9) , B (3; 0) —
на сторонах. Зобразiть дiлянку на малюнку.

Розв’язання
Точки A i B за умовою задачi лежать на паралельних сто-

ронах квадрата. Прямi, яким належать цi сторони, мають рiвнi
кутовi коефiцiєнти k1 = k2 = k. Рiвняння цих прямих: y − 9 =
= k (x− 5) та y = k (x− 3).

Вiдхилення точки M вiд цих прямих рiвнi за величиною, але
протилежнi за знаком:

k − 6 + 9− 5k√
k2 + 1

= −k − 6− 3k√
k2 + 1

.

Знаходимо коефiцiєнт k:
> with(geometry):

> _EnvHorizontalName:= ’x’: _EnvVerticalName:=’y’:

> eq1:=(k-6+9-5*k)/sqrt(k^2+1)=

-(k-6-3*k)/sqrt(k^2+1);

eq1 :=
−4 k + 3√
k2 + 1

= −−2 k − 6√
k2 + 1

> solve(eq1,k);

−1

2
Запишемо рiвняння прямих, на яких лежать точки A i B:

l1 := x+ 2y − 23 = 0 i l2 := x+ 2y − 3 = 0. Кутовий коефiцiєнт
k3 дiагоналi знайдемо з умови:

k3 −
(
−1

2

)
1 + k3

(
−1

2

) = tg 45◦ = 1.

> eq2:=(k-(-0.5))/(1+k*(-0.5))=1;
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eq2 :=
k + .5

1− .5 k
= 1

> solve(eq2,k);

.3333333333

Рiвняння дiагоналi можна записати так:
l3 := y − 6 = 1

3 (x− 1), або l3 := x− 3y + 17 = 0.
Знаходимо точки перетину дiагоналi квадрата зi знайде-

ними ранiше його сторонами:
> restart;

> with(geometry):
> _EnvHorizontalName:=x:_EnvVerticalName:=y:
> line(l1,x+2*y-23=0);line(l2,x+2*y-3=0);

line(l3,x-3*y+17=0);

l1

l2

l3

> point(A,5,9);

A

> point(B,3,0);

B

> point(M,1,6);

M

> intersection(C,l1,l3);

C

> coordinates(C);

[7, 8]

> intersection(D,l2,l3);

D

> coordinates(D);

[−5, 4]

Знайдемо рiвняння сторони квадрата BC:
> line(l4,[B,C]);
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l4

> Equation(l4);

24− 8x+ 4 y = 0

Знайдемо рiвняння прямої, яка проходить через точку D
i паралельна сторонi BC:

> ParallelLine(l5,D,l4);

l5

> Equation(l5);

−56− 8x+ 4 y = 0

Знайдемо координати четвертої вершини квадрата — то-
чки E:

> intersection(E,l1,l5);

E

> coordinates(E);

[−1, 12]

Задамо вiдрiзки BC, BD, DE, CE:

> segment(BC,[B,C]);

BC

> segment(BD,[B,D]);

BD

> segment(DE,[D,E]);

DE

> segment(CE,[C,E]);

CE

Зобразимо дану дiлянку на планi мiсцевостi:
> draw({l3(color=black),BC(color=black),

BD(color=black),DE(color=black),

CE(color=black),A,M,B}, printtext=true,

axes=NORMAL);
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Задача 14.21. На прямолiнiйному вiдрiзку залiзницi розта-
шовано станцiї A i B, вiдстань мiж якими дорiвнює 200 км.
Вiд заводу N йдуть прямi автомагiстралi NA i NB, причому
NB < NA. Вантаж iз заводу N на станцiю A можна транс-
портувати або по магiстралi NB, а звiдти залiзницею (пер-
ший шлях), або безпосередньо по автомагiстралi NA (другий
шлях). При цьому тарифи (вартiсть перевезень однiєї тони
вантажу на один кiлометр) залiзницею i автотранспортом
становлять вiдповiдно 10 гривень i 20 гривень, а розвантаже-
ння однiєї тони коштує 40 гривень. Визначити зону впливу
станцiї B, тобто множину точок, iз яких дешевше достави-
ти вантаж у A першим шляхом, нiж другим. Побудувати ма-
люнок.

Розв’язання
Знайдемо множину точок M (x, y), для яких вартiсть до-

ставки вантажу першим шляхом дорiвнює вартостi доставки
вантажу другим шляхом. Позначимо MA = r1, MB = r2,
тодi, якщо

> m:=10;

m := 10

> n:=20;

n := 20

> k:=40;

k := 40

> l:=200;
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l := 200,

то
> s1:=r2*n+200*m+k;

s1 := 20 r2 + 2040

вартiсть перевезення вантажу першим шляхом, а
> s2:=r1*n;

s2 := 20 r1

вартiсть перевезення вантажу другим шляхом.
> s1=s2;

20 r2 + 2040 = 20 r1

Звiдси, r2 − r1 = −102 є величина стала.
Отже, множиною точок, у яких S1 = S2, є права вiтка гiпер-

боли, фокуси якої знаходяться в точках A (−100; 0) та B (100; 0).
> a:=abs(-2040/20/2);

a := 51

Запишемо координати вершин C (−51; 0) та D (51; 0).
Складемо рiвняння гiперболи:
> with(geometry):

> point(B,100,0);

B

> point(A,-100,0);

A

> point(D,51,0);

D

> point(C,-51,0);

C
> hyperbola(h1,[’vertices’=[D,C],’foci’=[A,B]],

[x,y]):
> Equation(h1);

−118384x2 + 307916784 + 41616 y2 = 0

> detail(h1);
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name of the object : h1\
form of the object : hyperbola2d\
center : [0 , 0 ]\
foci : [[−100 , 0 ], [100 , 0 ]]\
vertices : [[−51 , 0 ], [51 , 0 ]]\
the asymptotes : [y + 7/51 ∗ 151ˆ(1/2 ) ∗ x = 0 , }
y − 7/51 ∗ 151ˆ(1/2 ) ∗ x = 0 ]\
equation of the hyperbola : −118384 ∗ xˆ2 + 307916784+

+41616 ∗ yˆ2 = 0

Побудуємо графiк гiперболи:
> draw(h1,color=black);
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Покажемо на ньому фокуси та вершини:
> draw({h1(color=black),A,B,C(color=blue),

D(color=blue)},printtext=true);
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Зафiксуємо точу N , що лежить справа вiд вiтки гiперболи
i покажемо її на площинi:

> point(N,300,200);

N
> draw({h1(color=black),A,B,C(color=blue),

D(color=blue),N(color=black)},printtext=

true,axes=normal);
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Сполучимо точку N iз фокусами A i B:
> dsegment(dsg1,N,A);

dsg1

> dsegment(dsg2,N,B);

dsg2
> draw({h1(color=black),A,B,C(color=blue),

D(color=blue),N(color=black),dsg1, dsg2},

printtext=true,axes=normal);

N

BA DC

–600

–400

–200

0

200

400

600

–400 –200 100 300



14.1. Геометрiя на площинi 235

Виберемо будь-яку точку, наприклад M , на гiперболi i
з’єднаємо її з фокусами:

> point(M,300,500);

M

> dsegment(dsg3,M,A);

dsg3

> dsegment(dsg4,M,B);

dsg4

> draw({h1(color=black),A,B,C(color=blue),

D(color=blue),N(color=black),dsg1,dsg2,

dsg3(color=brown),dsg4(color=brown)},

printtext=true,axes=normal);
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–400 –200 100 300

I, нарештi, побудуємо асимптоти:
> _EnvHorizontalName:= x:_EnvVerticalName:=y:

> line(l1,7/51*sqrt(151)*x+y=0);

l1

> line(l2,-7/51*sqrt(151)*x+y=0);

l2
> draw({h1(color=black),A,B,C(color=blue),

D(color=blue),N(color=black),dsg1,dsg2,dsg3

(color=brown),dsg4(color=brown),l1(color=

black),l2(color=black)},printtext=true,

axes=normal);
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Для точок площини, що лежать справа вiд правої вiтки гi-
перболи S1 < S2, тобто вигiднiшим є перший шлях, а для точок,
якi лежать злiва — другий.

Отже, права вiтка гiперболи обмежує зону впливу станцiї B,
а лiва — станцiї A.

14.2 Зведення рiвняння кривих другого по-
рядку до канонiчного виду та побудо-
ва їх графiкiв

Крива другого порядку в довiльнiй декартовiй прямокутнiй
системi координат задається рiвнянням

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0, (14.1)

в якому A, B i C одночасно не рiвнi 0.
Рiвняння (14.1) однозначно визначається списком коефiцiєн-

тiв
[A.B,C,D,E, F ] (14.2)

Алгебраїчно iснує рiвно дев’ять типiв кривих другого поряд-
ку, канонiчнi рiвняння яких наводяться у таблицi нижче.

Цi канонiчнi рiвняння можуть бути отриманi ортонормова-
ною замiною координат (x; y) у вихiдному рiвняннi (14.1).
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Таблиця рiзних типiв кривих другого
порядку

Назва
кривої

Канонiчне
рiвняння

Обмеження
на кут пово-
роту системи
координат

Додатково при
опцiї «detail»
повертаються

Елiпс
(якщо
a = b,
то
коло)

x2

a2
+ y2

b2
=

= 1, a ≥ b >
> 0

−π
2 < α ≤ π

2 Фокусна вiд-
стань, екс-
центриситет,
координати фо-
кусiв, рiвняння
директрис, рiв-
няння великої i
малої осей

Гiпер-
бола

x2

a2
− y2

b2
=

= 1, a ≥ b >
> 0

−π
2 < α ≤ π

2 Фокусна вiд-
стань, екс-
центриситет,
координати
фокусiв, рiвня-
ння директрис,
рiвняння асим-
птот, рiвняння
дiйсної та
уявної осей

Уявний
елiпс

x2

a2
− y2

b2
=

= −1, a ≥
≥ b > 0

−π
2 < α ≤ π

2

Двi
пря-
мi, що
перети-
наються

a2x2 − y2 =
= 0, a > 0

0 < α ≤ π
2 Рiвняння цих

прямих, кут
мiж цими
прямими



238 14. Аналiтична геометрiя

Двi
уявнi
прямi,
що
пере-
тинаю-
ться

a2x2 + y2 =
= 0, a > 0

0 < α ≤ π
2 Рiвняння цих

прямих

Парабо-
ла

y2 = 2px, p >
> 0

0 < α ≤ 2π Параметр
параболи, коор-
динати фокуса,
рiвняння осi,
рiвняння дире-
ктриси

Двi
пара-
лельнi
прямi

y2 − b2 =
= 0, b > 0

−π
2 < α ≤ π

2 Рiвняння цих
прямих, вiд-
стань мiж
ними, рiвняння
лiнiї центрiв

Двi
уявнi
пара-
лельнi
прямi

y2 + b2 =
= 0, b > 0

−π
2 < α ≤ π

2 Рiвняння цих
прямих, рiв-
няння лiнiї
центрiв

Двi
прямi,
що
спiвпа-
дають

y2 = 0 −π
2 < α ≤ π

2 Рiвняння цiєї
прямої

Для зведення рiвнянь кривих другого порядку до канонi-
чного виду та побудови їх графiкiв засобами Maple використає-
мо процедуру QuadricCurveAnalysis, детальний опис якої можна
знайти на сайтi http://www.exponenta.ru/.

Роботу QuadricCurveAnalysis проiлюструємо на конкретних
прикладах.
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Приклад 14.1. Дослiдити криву другого порядку

5x2 + 4x y + 8 y2 + 8x+ 28 y + 5 = 0

та побудувати її графiк.
> QuadricCurveAnalysis([5,2,8,4,14,5],detail);

> Рiвняння заданої кривoї в координатах (x, y):

5x2 + 4x y + 8 y2 + 8x+ 28 y + 5 = 0

> Власнi вектори вiдповiдної квадратичної форми:

v1 = [1, 2], v2 = [−2, 1]

> Вiдповiднi власнi числа:

λ1 = 9, λ2 = 4

> Тип кривої: елiпс;

> Канонiчне рiвняння:

x ′ 2(
2
√
11

3

)2 +
y ′ 2(

4
√
11

9

)2 = 1

> Фокусна вiдстань:

c =
2
√
55

9
> Ексцентриситет елiпса:

ε =

√
5

3
> Координати фокусiв у старiй системi

координат (x,y):

F1

(
−4

√
5
√
55

45
− 1

9
,
2
√
5
√
55

45
− 31

18

)
,

F2

(
4
√
5
√
55

45
− 1

9
, −2

√
5
√
55

45
− 31

18

)
> Рiвняння вiдповiдних директрис у старiй

системi координат (x,y):
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2
√
5x

5
−

√
5 y

5
− 3

√
5

10
+

2
√
55

5
= 0,

2
√
5x

5
−

√
5 y

5
− 3

√
5

10
− 2

√
55

5
= 0

> Рiвняння великої i малої осей елiпса:

−
√
5x

5
− 2

√
5 y

5
− 32

√
5

45
= 0,

2
√
5x

5
−

√
5 y

5
− 3

√
5

10
= 0

> Зв’язок старих i нових координат:

x =
2
√
5 x ′

5
+

√
5 y ′

5
− 1

9

y = −
√
5 x ′

5
+

2
√
5 y ′

5
− 31

18
> Кут повороту нової системи координат вiдносно

старої:

α = −arctan

(
1

2

)
> Графiк кривої в системах координат (x,y) i

(x’,y’):

y’

x’

–5

–4

–3

–2

–1

1

y

–3 –2 –1 1 2 3
x

Приклад 14.2. Дослiдити криву другого порядку

1

4
x2 − 1− 1

9
y2 − x+

2

3
y = 0

та побудувати її графiк.
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> QuadricCurveAnalysis([1/4,0,-1/9,-1/2,1/3,-1],

detail);

> Рiвняння заданої кривї в координатах (x, y):

1

4
x2 − 1− 1

9
y2 − x+

2

3
y = 0

> Тип кривої: гiпербола;

> Канонiчне рiвняння:

x ′ 2

22
− y ′ 2

32
= 1

> Фокусна вiдстань:

c =
√
13

> Ексцентриситет гiперболи:

ε =

√
13

2
> Координати фокусiв у старiй системi

координат (x,y):

F1(2−
√
13, 3), F2(2 +

√
13, 3)

> Рiвняння директрис у старiй системi координат:

x = −4
√
13

13
+ 2, x =

4
√
13

13
+ 2

> Рiвняння асимптот:

3x

2
+ y − 6 = 0, −3x

2
+ y = 0

> Рiвняння дiйсної i уявної осей гiперболи:

y = 3, x = 2

> Зв’язок старих i нових координат:

x = x ′ + 2

y = y ′ + 3

> Графiк кривої в системах координат (x,y) i

(x’,y’):
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y’

x’

–5

5

10

15

y

–10 –5 5 10
x

Приклад 14.3. Дослiдити криву другого порядку

x2 − 2x y + y2 − 10x− 6 y + 25 = 0

та побудувати її графiк.
> QuadricCurveAnalysis([1,-1,1,-5,-3,25],detail);

> Рiвняння заданої кривої в координатах (x, y):

x2 − 2x y + y2 − 10x− 6 y + 25 = 0

> Власнi вектори вiдповiдної квадратичної форми:

v1 = [1, 1], v2 = [−1, 1]

> Вiдповiднi власнi числа:

λ1 = 0, λ2 = 2

> Тип кривої: парабола;

> Канонiчне рiвняння:

y ′2 = 4
√
2 x ′

> Параметр параболи:

p = 2
√
2

> Координати фокуса у вихiднiй системi координат

(x,y):

F (3, 2)

> Рiвняння осi параболи у вихiднiй системi

координат (x,y):
√
2x

2
−

√
2 y

2
−

√
2

2
= 0
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> Рiвняння директриси параболи у вихiднiй системi

координат (x,y):
√
2x

2
+

√
2 y

2
−

√
2

2
= 0

> Зв’язок старих i нових координат:

x =

√
2 x ′

2
−

√
2 y ′

2
+ 2

y =

√
2 x ′

2
+

√
2 y ′

2
+ 1

> Кут повороту нової системи координат вiдносно

старої в радiанах:

α =
π

4
> Графiк заданої кривої:

y’ x’

–30

–20

–10

0

10

20

30

y

–20 –10 10 20 30
x

Приклад 14.4. Дослiдити криву другого порядку

25x2 + 10x y + y2 − 1 = 0

та побудувати її графiк.
> QuadricCurveAnalysis([25,5,1,0,0,-1],detail);

> Рiвняння заданої кривї в координатах (x, y):

25x2 + 10x y + y2 − 1 = 0

> Власнi вектори вiдповiдної квадратичної форми:

v1 = [−5, −1], v2 = [1, −5]
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> Вiдповiднi власнi числа:

λ1 = 26, λ2 = 0

> Тип кривої: двi паралельнi прямi;

> Канонiчне рiвняння:

y ′2 −

(√
26

26

)2

= 0

> Рiвняння цих прямих у координатах (x,y):

5x+ y + 1 = 0

5x+ y − 1 = 0

> Вiдстань мiж цими прямими:

d =

√
26

13
> Рiвняння лiнiї центрiв:

25x+ 5 y = 0

> Зв’язок старих i нових координат:

x =

√
26 x ′

26
+

5
√
26 y ′

26

y = −5
√
26 x ′

26
+

√
26 y ′

26
> Кут повороту нової системи координат вiдносно

старої:

y’

x’
–3

–2

–1

0

1

2

3

y

–3 –2 –1 1 2 3
x

α = −arctan(5).
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Приклад 14.5. Дослiдити криву другого порядку

x2 + 2x y + y2 + 2x+ 2 y + 1 = 0

та побудувати її графiк.

> QuadricCurveAnalysis([1,1,1,1,1,1],detail);

> Рiвняння заданої кривї в координатах (x, y):

x2 + 2x y + y2 + 2x+ 2 y + 1 = 0

> Власнi вектори вiдповiдної квадратичної форми:

v1 = [1, −1], v2 = [1, 1]

> Вiдповiднi власнi числа:

λ1 = 0, λ2 = 2

> Тип кривої: двi прямi, що збiгаються;

> Канонiчне рiвняння:

y ′2 = 0

> Рiвняння цiєї прямої в координатах (x,y):

x+ y + 1 = 0

> Зв’язок старих i нових координат:

x =

√
2 x ′

2
+

√
2 y ′

2
− 1

2

y = −
√
2 x ′

2
+

√
2 y ′

2
− 1

2
> Кут повороту нової системи координат вiдносно

старої:

α = −π

4
> Графiк кривої в системах координат (x,y) i

(x’,y’):
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y’

x’
–4

–2

2 y

–4 –2 2
x

Приклад 14.6. Дослiдити криву другого порядку

8x2 − 18x y + 9 y2 + 2x− 1 = 0

та побудувати її графiк.
> QuadricCurveAnalysis([8,-9,9,1,0,-1],detail);

> Рiвняння заданої кривї в координатах (x, y):

8x2 − 18x y + 9 y2 + 2x− 1 = 0

> Власнi вектори вiдповiдної квадратичної форми:

v1 =

[
− 1

18
+

5
√
13

18
, −1

]
, v2 =

[
1

18
+

5
√
13

18
, 1

]
> Вiдповiднi власнi числа:

λ1 =
17

2
+

5
√
13

2
, λ2 =

17

2
− 5

√
13

2
> Тип кривої: вироджений випадок (двi прямi,

що перетинаються);

> Рiвняння цих прямих у координатах (x,y):

−4x

3
+ y +

1

3
= 0

−2x

3
+ y − 1

3
= 0

> Кут мiж цими прямими в радiанах:

ϕ = arccos

(
17

√
13

65

)
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> Канонiчне рiвняння:(
6

17 + 5
√
13

)2

x ′ 2 − y ′ 2 = 0

> Зв’язок старих i нових координат:

x =
(1 + 5

√
13) x ′√

650 + 10
√
13

− (−1 + 5
√
13) y ′√

650− 10
√
13

+ 1

y =
18 x ′√

650 + 10
√
13

+
18 y ′√

650− 10
√
13

+ 1

> Кут повороту нової системи координат вiдносно

старої:

α = arctan

(
− 1

18
+

5
√
13

18

)
> Графiк кривої в системах координат (x,y) i

(x’,y’):

y’ x’

–4

–2

0

2

4

6

y

–4 –2 2 4 6
x
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14.3 Геометрiя в просторi

Команди пакета трьохмiрної геометрiї подiбнi до пакетiв ко-
манд двомiрної геометрiї.

Для визначення точки, прямої, площини, сфери застосовую-
ться функцiї point3d, line3d, plane3d, spere. У пакетi geom3d iден-
тифiкатори x, y, z i t використовуються глобально для визначен-
ня координат точок, а також у рiвняннях прямих, площин, сфер
та iнших об’єктiв.

Команди перевiрки геометричних умов

AreCollinear перевiрка належностi трьох точок
однiй прямiй

AreConcurrent перевiрка умови проходження трьох
прямих через одну точку

AreParallel перевiрка паралельностi двох пря-
мих

ArePerpendicular перевiрка перпендикулярностi двох
прямих

AreSimilar перевiрка двох трикутникiв на подi-
бнiсть

AreTangent перевiрка умови дотику прямої до
сфери

complanar перевiрка належностi чотирьох то-
чок однiй площинi

onPlane(pt3d,plane) перевiрка належностi точки pt3d
рлощинi plane

onSphere(pt3d,sphere) перевiрка належностi точки pt3d
сферi sphere

Команди стереометрiї з iменем name
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angle обчислення меншого кута мiж двома
прямими

area обчислення площi трикутника
centr обчислення центра сфери
coordinates видача координат точки
distance обчислення вiдстанi мiж двома то-

чками
inter обчислення точки перетину двох

прямих
midpoint знаходження прямої, що проходить

через двi точки
parallel(pt3d,plane,
name)

знаходження площини, що прохо-
дить через точку pt3d i паралельна
площинi plane

perpendikuiar(pt3d,
plane,name)

знаходження площини, що прохо-
дить через точку pt3d i перпендику-
лярна площинi plane

projection знаходження проекцiї точки або
прямої на площину

radius обчислення радiуса сфери
reflect(pt3d,plane,
name)

знаходження точки, симетричної то-
чцi pt3d вiдносно площини plane

sphere(name,[pt3d,
expr])

визначення сфери з центром у точцi
pt3d i радiусом expr

symmetric(pt3d,plane,
name)

знаходження точки, симетричної то-
чцi pt3d вiдносно площини plane

tangent(pt3d,sphere,
name)

знаходження площини дотичної, до
сфери sphere, проведеної через точку
pt3d

tetrahedron задання тетраедра за чотирма його
вершинами

triangle3d задання трикутника за трьома його
вершинами

volume обчислення об’єму
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Проiлюструємо результати виконання деяких команд пакета
geom3d.

Приклад 14.7. Перевiримо колiнеарнiсть точок: A (0; 5; 0) ,
B (0; 14; 0) , C (0;−40; 0).

Розв’язання
> with(geom3d):

> point(A,0,5,0), point(B,0,14,0),

point(C,0,-40,0);

A, B, C

> AreCollinear(A,B,C);

true

Отже, вказанi точки лежать на однiй прямiй.

Приклад 14.8. Дано точки A (0; 0; 0) , B (0; 0; 1) , C (0; 1; 0) ,
D (1; 0; 0) . Переконатися, що прямi AB, AC, AD перетинаю-
ться в однiй точцi.

Розв’язання
> point(A,[0,0,0]),point(B,[0,0,1]),

point(C,[0,1,0]),point(D,[1,0,0]);

A, B, C, D

> line(AB,[A,B]); line(AC,[A,C]); line(AD,[A,D]);

AB

AC

AD

> AreConcurrent(AB, AC, AD);

true

Отже, прямi AB, AC, AD перетинаються в однiй точцi.

Приклад 14.9. Чи паралельнi площини −4x+ 2y + 5z − 8 = 0,
x+ 4y − 8z + 7?

Розв’язання
> with(geom3d):

Warning, the name polar has been redefined
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> plane(pp1,-4*x+2*y+5*z-8,[x,y,z]);

pp1

> plane(pp2,x+4*y-8*z+7,[x,y,z]);

pp2

> AreParallel(pp1,pp2);

false

Площини −4x+ 2y + 5z − 8 = 0, x+ 4y − 8z + 7 не пара-
лельнi.

Приклад 14.10. Трикутник задано координатами його вер-
шин: A (0; 0; 0) , B (2; 0; 0) , C (1; 3; 0) . Знайти площу цього три-
кутника.

Розв’язання
> triangle(ABC, [point(A,0,0,0), point(B,2,0,0),

point(C,1,3,0)]);

ABC

> area(ABC);

3

Вiдповiдь: 3 кв. од.

Приклад 14.11. Дано точки: A з координатами (2; 8;−1) та
M з кородинатами (u; v; z). Записати їхнi координати у Maple.

Розв’язання
> point(A, 2, 8, -1), point(M, u, v, z);

A, M

> coordinates(A);

[2, 8, −1]

> coordinates(M);

[u, v, z]

Приклад 14.12. Задати сферу x2 + y2 + z2 = 2 та знайти її
радiус.
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Розв’язання
> sphere(s,x^2+y^2+z^2=2,[x,y,z]);

s

> radius(s);
√
2

Вiдповiдь: x2 + y2 + z2 = 2,
√
2.

Приклад 14.13. Дано три точки: A (0; 0; 0) , B (1; 1; 1) ,
C (1; 0; 2). Задати трикутник ABC.

Розв’язання
> point(A,0,0,0),point(B,1,1,1),point(C,1,0,2);

A, B, C

> triangle(T1,[A,B,C]);

T1

Приклад 14.14. Знайти вiдстань вiд точки A (6; 6;−1) до пря-
мої x = 2 + t, y = 1 + 2t, z = −3− t .

Розв’язання
> point(A,6,6,-1), line(l,[2+t,1+2*t,-3-t],t);

A, l

> distance(A,l);

1

2

√
14

√
6

Вiдповiдь:
√
21.

Приклад 14.15. Дано площину x+2y+z = 6 i пряму, шо про-
ходить через точки A (1;−1; 3), B (2;−1; 4) . Знайти проекцiю
цiєї прямої на площину. Деталiзувати одержану iнформацiю.

Розв’язання
> line(l,[point(o,1,-1,3),[2,-1,4]]);
> plane(p,x+2*y+z=6,[x,y,z]);

l

p
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> projection(l1,l,p);

l1

> detail(l1);

Warning, assume that the parameter in the parametric
equations is _t

Warning, assuming that the names of the axes are _x,
_y, and _z

name of the object : l1\
form of the object : line3d\
equation of the line :

[_x = 5/3 + 4/3 ∗ _t , _y = 1/3 − 7/3 ∗ _t ,

_z = 11/3 + 10/3 ∗ \_t ]

14.4 Розв’язування задач

Наведемо приклади застосування пакета geom3d до розв’я-
зування задач.

Задача 14.22. Знайти площу поверхнi правильного двадцяти-
гранника, центр якого знаходиться в точцi O (1; 4; 8), а радiус
описаної сфери дорiвнює 3. Побудувати даний двадцятигранник.

Розв’язання
> with(geom3d):

Warning, the name polar has been redefined

> icosahedron(ico,point(o,1,4,8),3);

ico

> area(ico);

36

√
3
√
5

1

2

√
5 +

1

2
> draw(ico,style=patch,lightmodel=light4,

orientation=[-136,56]);
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Вiдповiдь: 18
√
15
(√

15− 1
)

кв. од.

Задача 14.23. Трикутник ABC задано координатами його вер-
шин A (0; 0; 1) , B (2; 3; 5) , C (6; 2; 3). Знайти площу трикутни-
ка. Побудувати малюнок.

Розв’язання
> with(geom3d):

Warning, the name polar has been redefined

> triangle(T1, [point(A,0,0,1), point(B,2,3,5),

point(C,6,2,3)]);

T1

> area(T1);

5
√
6

> draw(T1,style=patch,lightmodel=light4,

orientation=[-136,56]);

0
1

2
3

4
5

6

1
2

3
1

2

3

4

5
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Вiдповiдь: 5
√
6 кв. од.

Задача 14.24. Дано чотири точки A (0; 0; 0) , B (4; 0; 0) ,
C (5; 5; 1) , D (0; 2; 10). Точка A з’єднана з точками B,C,D. Вiд-
рiзки AB, AC, AD визначають паралелепiпед. Знайдiть його
вершини та зобразiть на малюнку.

Розв’язання

> with(geom3d):

Warning, the name polar has been redefined

> point(A,0,0,0), point(B,4,0,0),

point(C,5,5,1), point(D,0,2,10);

A, B, C, D

> dsegment(d1,[A,B]), dsegment(d2,[A,C]),

dsegment(d3,[A,D]);

d1 , d2 , d3

> parallelepiped(pp,[d1,d2,d3]);

pp

> detail(pp);

name of the object : pp

form of the object : parallelepiped3d

the 6 parallelogram faces of the object :

[[[0 , 0 , 0 ], [4 , 0 , 0 ], [9 , 5 , 1 ], [5 , 5 , 1 ]], [[0 , 2 , 10 ],

[4 , 2 , 10 ], [9 , 7 , 11 ], [5 , 7 , 11 ]][[0 , 0 , 0 ], [4 , 0 , 0 ],

[4 , 2 , 10 ], [0 , 2 , 10 ]], [[4 , 0 , 0 ], [9 , 5 , 1 ], [9 , 7 , 11 ],

[4 , 2 , 10 ]], [[5 , 5 , 1 ], [9 , 5 , 1 ], [9 , 7 , 11 ], [5 , 7 , 11 ]],

[[0 , 0 , 0 ], [5 , 5 , 1 ], [5 , 7 , 11 ], [0 , 2 , 10 ]]]

coordinates of the 8 vertices : [[0 , 0 , 0 ], [4 , 0 , 0 ],

[5 , 5 , 1 ], [9 , 5 , 1 ], [0 , 2 , 10 ], [4 , 2 , 10 ], [5 , 7 , 11 ],

[9 , 7 , 11 ]]

> draw(pp,style=patch,lightmodel=light1,

orientation=[-136,56]);
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Задача 14.25. Центр правильного тетраедра знаходиться в
точцi O (2; 4; 6), радiус описаної навколо нього сфери дорiвнює 3.
Знайти його площу поверхнi та об’єм. Побудувати тетраедр.

Розв’язання
> with(geom3d):

Warning, the name polar has been redefined

> tetrahedron(t,point(o,2,4,6),3);

t

> area(t);

24
√
3

> volume(t);

8
√
3

> draw(t,style=patch,lightmodel=light1,

orientation=[-136,56]);
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Вiдповiдь: S = 24
√
3, V = 8

√
3.

Задача 14.26. Центр сфери знаходиться в точцi з координа-
тами (2, 2, 2), її радiус рiвний 4. Центр тетраедра знаходиться
в точцi з координатами (0; 0;−15), радiус описаної навколо ньо-
го сфери дорiвнює 7. Площина проходить через центр сфери ра-
дiуса 4 i перпендикулярна до вектора (0, 0, 1). Центр iкосадоде-
каедра знаходиться в точцi (16, 16, 16), а радiус описаної навко-
ло нього сфери дорiвнює 6. Скласти рiвняння сфери з центром
у точцi (2, 2, 2) радiуса 4. Знайти координати вершин тетрае-
дра. Скласти рiвняння площини. Виконати малюнок, на якому
показати вказанi у задачi геометричнi фiгури.

Розв’язання
> with(geom3d):

> sphere(sphr,[point(osphr,2,2,2),4]);

sphr

> tetrahedron(tet,point(otet,0,0,-15),7);

tet

> plane(pln,[osphr,[0,0,1]]);

pln

> detail(sphr);

Warning, assume that the name of the axes are _x,
_y and _z

name of the object : sphr

form of the object : sphere3d

name of the center : osphr

coordinates of the center : [2 , 2 , 2 ]

radius of the sphere : 4

surface area of the sphere : 64 ∗ Pi
volume of the sphere : 256/3 ∗ Pi
equation of the sphere : _xˆ2 + _yˆ2 + _zˆ2 − 4−
4 ∗ _x − 4 ∗ _y − 4 ∗ _z = 0
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> detail(tet);

name of the object : tet

form of the object : tetrahedron3d

name of the center : otet

coordinates of the center : [0 , 0 , −15 ]

radius of the center : 7

the 4 equilateral triangular faces of the object :

[[[7/3 ∗ 3ˆ(1/2 ), 7/3 ∗ 3ˆ(1/2 ), 7/3 ∗ 3ˆ(1/2 )− 15 ],

[7/3 ∗ 3ˆ(1/2 ), 7/3 ∗ 3ˆ(1/2 ), −7/3 ∗ 3ˆ(1/2 )− 15 ],

[−7/3 ∗ 3ˆ(1/2 ), 7/3 ∗ 3ˆ(1/2 ), −7/3 ∗ 3ˆ(1/2 )− 15 ]],

[[7/3 ∗ 3ˆ(1/2 ), 7/3 ∗ 3ˆ(1/2 ), 7/3 ∗ 3ˆ(1/2 )− 15 ],

[−7/3 ∗ 3ˆ(1/2 ), −7/3 ∗ 3ˆ(1/2 ), 7/3 ∗ 3ˆ(1/2 )− 15 ],

[7/3 ∗ 3ˆ(1/2 ), −7/3 ∗ 3ˆ(1/2 ), −7/3 ∗ 3ˆ(1/2 )− 15 ]],

[[7/3 ∗ 3ˆ(1/2 ), 7/3 ∗ 3ˆ(1/2 ), 7/3 ∗ 3ˆ(1/2 )− 15 ],

[−7/3 ∗ 3ˆ(1/2 ), 7/3∗, 3ˆ(1/2 ) − 7/3 ∗ 3ˆ(1/2 )− 15 ],

[−7/3 ∗ 3ˆ(1/2 ), −7/3 ∗ 3ˆ(1/2 ), 7/3 ∗ 3ˆ(1/2 )− 15 ]],

[[7/3 ∗ 3ˆ(1/2 ),−7/3 ∗ 3ˆ(1/2 ), −7/3 ∗ 3ˆ(1/2 )− 15 ],

[−7/3 ∗ 3ˆ(1/2 ), 7/3 ∗ 3ˆ(1/2 ), 7/3 ∗ 3ˆ(1/2 )− 15 ],

[−7/3 ∗ 3ˆ(1/2 ), 7/3 ∗ 3ˆ(1/2 ), −7/3 ∗ 3ˆ(1/2 )− 15 ]]]

coordinates of the 4 vertices :

[[7/3 ∗ 3ˆ(1/2 ), 7/3 ∗ 3ˆ(1/2 ), 7/3 ∗ 3ˆ(1/2 )− 15 ],

[7/3 ∗ 3ˆ(1/2 ), −7/3 ∗ 3ˆ(1/2 ), −7/3 ∗ 3ˆ(1/2 )− 15 ],

[−7/3 ∗ 3ˆ(1/2 ) 7/3 ∗ 3ˆ(1/2 ), −7/3 ∗ 3ˆ(1/2 )− 15 ],

[−7/3 ∗ 3ˆ(1/2 ),−7/3 ∗ 3ˆ(1/2 ), 7/3 ∗ 3ˆ(1/2 )− 15 ]]

> detail(pln);

Warning, assuming that the names of the axes
are _x, _y and _z

name of the object : pln

form of the object : plane3d

equation of the plane : −2 + _z = 0

> icosidodecahedron(t,point(o,16,16,16),6);

t
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> draw({sphr,t,tet,pln(color=blue,style=

PATCHNOGRID)},orientation=[10,65]);
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Задача 14.27. Скласти рiвняння сфери, вписаної в тетраедр,
який визначається рiвняннями граней:

x+ 1 = 0, y + 2 = 0, z + 1 = 0, x+ y + z − 2
√
3− 2 = 0.

Обчислити площу повної поверхнi даного тетраедра, його об’-
єм. Знайти центр описаної навколо тетраедра сфери, її радiус.
Написати рiвняння сфери i знайти її об’єм. Зобразити тетра-
едр, вписану та описану сфери в данiй прямокутнiй декартовiй
системi координат.

Розв’язання
Пiдключимося до бiблiотеки geom3d.
> with(geom3d):

Warning, the name polar has been redefined

Задамо площини x + 1 = 0, y + 2 = 0, z + 1 = 0, x +
+ y + z − 2

√
3− 2 = 0 :

> plane(p1,x=-1,[x,y,z]);plane(p2,y=-2,[x,y,z]);

plane(p3,z=-1,[x,y,z]);

plane(p4,x+y+z-2*sqrt(3)-2=0,[x,y,z]);

p1

p2

p3

p4
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Задамо тетраедр, що визначають цi площини:
> _EnvXName := ’x’: _EnvYName :=’y’:

_EnvZName := ’z’:
> gtetrahedron(T2,[p1, p2, p3, p4]);

T2

Прочитаємо координати його вершин:
> detail(T2);

name of the object : T2

form of the object : gtetrahedron3d

the 4 vertices :

[[[−1 , −2 , −1 ], [−1 , −2 , 2 ∗ 3ˆ(1/2 ) + 5 ],

[−1 , 4 + 2 ∗ 3ˆ(1/2 ),−1 ]], [[−1 ,−2 ,−1 ],

[−1 ,−2 , 2 ∗ 3ˆ(1/2 ) + 5 ], [2 ∗ 3ˆ(1/2 ) + 5 ,−2 ,−1 ]],

[[−1 , −2 , −1 ], [−1 , 4 + 2 ∗ 3ˆ(1/2 ), −1 ],

[2 ∗ 3ˆ(1/2 ) + 5 ,−2 , −1 ]],

[[−1 , −2 , 2 ∗ 3ˆ(1/2 ) + 5 ], [−1 , 4 + 2∗
3ˆ(1/2 ), −1 ], [2 ∗ 3ˆ(1/2 ) + 5 , −2 ,−1 ]]]

Позначимо вершини тетраедра точками B1, B2, B3, B4,
тодi:

> point(B1,-1, -2, -1);

B1

> point(B2,-1, -2, 2*3^(1/2)+5);

B2

> point(B3,-1, 4+2*3^(1/2), -1);

B3

> point(B4,2*3^(1/2)+5, -2, -1);

B4

Центр вписаної в тетраедр сфери буде знаходитися в однiй
iз точок, що рiвновiддалена вiд усiх його граней. Задамо то-
чку O (a, b, c):

> point(O,a,b,c);
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O

Знайдемо вiдстань вiд точки O (a, b, c) до кожної з чоти-
рьох площин:

> d1:=distance(O,p1);

d1 := |a+ 1|
> d2:=distance(O,p2);

d2 := |2 + b|
> d3:=distance(O,p3);

d3 := |1 + c|
> d4:=distance(O,p4);

d4 :=
1

3

∣∣a+ b+ c− 2
√
3− 2

∣∣ √3

Для знаходження a, b, c складаємо та розв’язуємо систему:
|a+ 1| = |b+ 2| ;
|a+ 1| = |c+ 1| ;
|a+ 1| =

√
3
3

∣∣a+ b+ c− 2
√
3− 2

∣∣ .
> solve({ abs(a+1)= abs(2+b),abs(a+1)=

abs(1+c),abs(a+1)=1/3*abs(a+b+c-2*sqrt(3)-2)*

sqrt(3)},{a,b,c});

{a = 3 + 2
√
3, b = 2 + 2

√
3, c = 3 + 2

√
3},

{a = 1, c = 1, b = 0},
{b = −2 + 2

√
3, c = −1 + 2

√
3, a = −1− 2

√
3},

{b = −2 + 2
√
3, a = −1 + 2

√
3, c = −1− 2

√
3},

{a = −4
√
3− 7, c = −4

√
3− 7, b = 4 + 4

√
3},

{c = −1 + 2
√
3, b = −2

√
3− 2, a = −1 + 2

√
3},

{c = 4
√
3 + 5, a = −4

√
3− 7, b = −4

√
3− 8},

{b = −4
√
3− 8, a = 4

√
3 + 5, c = −4

√
3− 7}

Одержали вiсiм точок, кожна з яких знаходиться на одна-
ковiй вiдстанi вiд площин: x + 1 = 0, y + 2 = 0, z + 1 =
0, x+ y + z − 2

√
3− 2 = 0 :
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> point(A1, 3+2*sqrt(3),2+2*sqrt(3),

3+2*sqrt(3));

A1

> point(A2,1,0,1 );

A2
> point(A3,-1+2*sqrt(3),-2+2*sqrt(3),

-1-2*sqrt(3));

A3
> point(A4,-1+2*sqrt(3),-2*sqrt(3)-2,

-1+2*sqrt(3));

A4

> point(A5,5+4*sqrt(3),-8-4*sqrt(3), -7-4*sqrt(3));

A5
> point(A6,-1-2*sqrt(3), -2+2*sqrt(3),

-2+2*sqrt(3));

A6

> point(A7,-7-4*sqrt(3),4+4*sqrt(3), -7-4*sqrt(3));

A7
> point(A8,-7-4*sqrt(3),-8-4*sqrt(3),

5+4*sqrt(3) );

A8

Маючи координати вершин тетраедра, легко встановлю-
ємо, що лише точка A2 (1, 0, 1) розмiщена всерединi тетрае-
дра. Отже, центром вписаної сфери є точка A2 (1, 0, 1). Радiус
сфери дорiвнює вiдстанi вiд точки A2 (1, 0, 1) до будь-якої з
площин, що мiстять гранi тетраедра. Знайдемо його як вiд-
стань вiд точки A2 (1, 0, 1) до площини x+ 1 = 0:

> distance(A2,p1);

2

Записуємо рiвняння шуканої вписаної сфери:

(x− 1)2 + y2 + (z − 1)2 = 4.

Задамо сферу в пакетi символьних обчислень Maple:
> sphere(s,(x-1)^2+y^2+(z-1)^2=4,[x,y,z],

’centername’=A2);
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s

> center(s);

A2

Знайдемо площу поверхнi тетраедра, як суму площ трику-
тникiв B1B2B3, B1B2B4, B1B3B4, B2B3B4.

Знаходимо площу кожного з трикутникiв B1B2B3, B1B2B4,
B1B3B4, B2B3B4 :

> triangle(B1B2B3, [point(B1,-1, -2, -1),

point(B2,-1, -2, 2*3^(1/2)+5), point(B3,-1,

+2*3^(1/2), -1)]);

B1B2B3

> area(B1B2B3);

1

2
(2

√
3 + 6)2

> triangle(B1B2B4, [point(B1,-1, -2, -1),

point(B2,-1, -2, 2*3^(1/2)+5),

point(B4,2*3^(1/2)+5, -2, -1)]);

B1B2B4

> area(B1B2B4);

1

2
(2

√
3 + 6)2

> triangle(B1B3B4, [point(B1,-1, -2, -1),

point(B3,-1, 4+2*3^(1/2), -1),

point(B4,2*3^(1/2)+5, -2, -1)]);

B1B3B4

> area(B1B3B4);

1

2
(2

√
3 + 6)2

> triangle(B2B3B4,

[point(B2,-1, -2, 2*3^(1/2)+5),

point(B3,-1,4+2*3^(1/2), -1),

point(B4,2*3^(1/2)+5, -2, -1)]);

B2B3B4

> area(B2B3B4);
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1

2

√
2 (2

√
3 + 6)2 (−6− 2

√
3)2 + (2

√
3 + 6)4

> S:=1/2*(2*sqrt(3)+6)^2+
1/2*(2*sqrt(3)+6)^2+1/2*(2*sqrt(3)+6)^2+
1/2*sqrt(2*(2*sqrt(3)+6)^2*
(-6-2*sqrt(3))^2+(2*sqrt(3)+6)^4);

S :=
3

2
(2

√
3 + 6)2+

+
1

2

√
2 (2

√
3 + 6)2 (−6− 2

√
3)2 + (2

√
3 + 6)4

Знаходимо площу повної поверхнi тетраедра:
> S:=1/2*(2*sqrt(3.)+6)^2+1/2*(2*sqrt(3.)+

6)^2+1/2*(2*sqrt(3.)+6)^2+1/2

*sqrt(2*(2*sqrt(3.)+6)^2*

(-6-2*sqrt(3.))^2+(2*sqrt(3.)+6)^4);

S := 211.9230485

Знайдемо об’єм тетраедра:
> V1:=volume(T2);

V1 :=
5

3

√
3 +

1

3
(2

√
3 + 5) (4 + 2

√
3) +

1

3
(2

√
3 + 5)2+

+
13

3
+

1

6
(2

√
3 + 5)2 (4 + 2

√
3)

Знайдемо наближене значення об’єму:
> V1:=evalf(%);

V1 := 141.2820324

Задамо описану сферу як сферу, яка проходить через то-
чки B1, B2, B3, B4, i знайдемо координати її центра, радiус,
рiвняння та об’єм:

> sphere(s1, [B1, B2, B3, B4],[’x’, ’y’,’z’ ]);

s1

> coordinates(center(s1)) ;[
−1

2

−1824
√
3− 3168

432 + 240
√
3

, −1

2

−1344
√
3− 2304

432 + 240
√
3

, −1

2

−1824
√
3− 3168

432 + 240
√
3

]
> radius(s1);
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1

2

√
2
(−1824

√
3− 3168)2

(432 + 240
√
3)2

+
(−1344

√
3− 2304)2

(432 + 240
√
3)2

− 4 (−13536− 7776
√
3)

432 + 240
√
3

> Equation(s1);

x2 + y2 + z2 +
(−1824

√
3− 3168)x

432 + 240
√
3

+
(−1344

√
3− 2304) y

432 + 240
√
3

+

+
(−1824

√
3− 3168) z

432 + 240
√
3

+
−13536− 7776

√
3

432 + 240
√
3

= 0

> V2:=volume(s1);

V2 :=
1

6
π (2

(−1824
√
3− 3168)2

(432 + 240
√
3)2

+
(−1344

√
3− 2304)2

(432 + 240
√
3)2

−

−4 (−13536− 7776
√
3)

432 + 240
√
3

)(3/2)

> V2:=evalf(%);

V2 := 2306.315342

Зобразимо одержаний тетраедр, вписану та описану сфе-
ри в прямокутнiй декартовiй системi координат:

> draw([T2(color=red),s(color=green),

s1(color=blue)],cutout=7.5/8,light

model=light4,orientation=[0,32]);
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2
4
6
8
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–4 –2 0 2 4 6 8 10

0

5

10
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14.5 Завдання для самостiйного виконання

1. Знайти вiдстань мiж точками M1(4; 6; 1) та M2(2; 1;−1), а
також координати точки M, що подiляє вiдрiзок M1M2 у
вiдношеннi 1

2 .

2. Скласти рiвняння прямої, що проходять через точку
M0(2;−3):

a) паралельно осi Ox;

б) паралельно осi Oy;

в) перпендикулярно до прямої x− 3y − 7.

3. Знайти кут мiж прямими 3x− 4y + 2 = 0 та x−3
2 = y+1

3 .

4. Знайти вiдстань мiж прямими 2x − 3y + 2 = 0 та 6x −
− 9y + 21 = 0.

5. Визначити та побудувати лiнiю, що задана рiвнянням 2x2+
+ y2 − 8x+ 6y + 1 = 0.

6. Визначити точки перетину прямої 3x− 4y − 12 = 0 i пара-
боли y2 = −9x.

7. Скласти рiвняння площини, що проходить через заданi то-
чки M1(1; 6; 4), M2(2; 1;−3), M3(5;−2; 3).

8. Скласти рiвняння прямої, що проходить через заданi точки
M1(2; 0;−3) та M2(−3; 2;−1).

9. Знайти точку перетину прямої x−2
3 = y−3

1 = z−4
2 та площи-

ни 2x+ y + z − 8 = 0.

10. Визначити вид поверхнi, що описується рiвнянням z2+2z−
− 4x+ 1 = 0 та побудувати її.

11. Визначити координати центра та радiус сфери x2 + y2 +
+ z2 + 2x− 4y − 4 = 0, побудувати малюнок.
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Елементи теорiї
ймовiрностей i
математичної статистики

15.1 Елементи комбiнаторики

Для розв’язування комбiнаторних задач Maple мiстить спе-
цiальну бiблiотеку combinat.

При виклику пакета виводиться список його функцiй:

> with(combinat);

Warning, the protected name Chi has been redefined and
unprotected

[Chi, bell , binomial, cartprod , character , choose, composition,

conjpart , decodepart , encodepart , fibonacci , firstpart , graycode,

inttovec, lastpart , multinomial ,nextpart , numbcomb, numbcomp,

numbpart , numbperm, partition, permute, powerset , prevpart ,

randcomb, randpart , randperm, stirling1 , stirling2 , subsets,

vectoint ]
Використання деяких iз цих команд розглянемо на конкре-

тних прикладах.

267
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Задамо простiр елементарних подiй Ω:
> Omega:=[a,b,c,d,e];

Ω := [a, b, c, d, e]

За допомогою команди choose побудуємо алгебру елемен-
тарних подiй U :

> U:=combinat[choose](Omega);

U := [[], [a], [b], [a, b], [c], [a, c], [b, c], [a, b, c], [d], [a, d], [b, d],

[a, b, d], [c, d], [a, c, d], [b, c, d], [a, b, c, d], [e], [a, e], [b, e],

[a, b, e], [c, e], [a, c, e], [b, c, e], [a, b, c, e], [d, e], [a, d, e],

[b, d, e], [a, b, d, e], [c, d, e], [a, c, d, e], [b, c, d, e], [a, b, c, d, e]]
Використавши команду numbcomb, обчислимо число n еле-

ментiв у множинi U :
> n:=combinat[numbcomb](Omega);

n := 32

Усякий встановлений у скiнченнiй множинi порядок назива-
ється перестановкою його елементiв.

Число всiх перестановок iз n елементiв позначають Pn i об-
числюють за формулою

Pn = n!. (15.1)

За роботу з перестановками вiдповiдає команда permute.
Випишемо всi можливi перестановки з множини [a, b, c]:
> P:=combinat[permute]([a,b,c]);

P := [[a, b, c], [a, c, b], [b, a, c], [b, c, a], [c, a, b], [c, b, a]]

Знайдемо кiлькiсть всiх можливих перестановок з трьох
елементiв за допомогою команди numbperm:

> combinat[numbperm](3);

6

Нехай є скiнченна множина, що складається iз n елементiв.
Кожна її впорядкована пiдмножина, що складається iз m еле-
ментiв, називається розмiщенням iз n елементiв по m елементiв.
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Число розмiщень iз n елементiв по m позначають Am
n i зна-

ходять за формулою

Am
n =

n!

(n−m)!
. (15.2)

Команда permute вiдповiдає i за роботу з розмiщеннями.
Складемо розмiщення з елементiв [a, b, c, d] по 2:
> combinat[permute]([a,b,c,d],2);

[[a, b], [a, c], [a, d], [b, a], [b, c], [b, d], [c, a], [c, b], [c, d], [d, a], [d, b],

[d, c]];
Обчислимо кiлькiсть розмiщень iз 4 елементiв по 2:
> combinat[numbperm](4, 2);

12

Нехай є скiнченна множина, що складається iз n елементiв.
Кожна її пiдмножина, що складається iз m елементiв, називає-
ться сполученням iз n елементiв по m елементiв.

Число сполучень iз n елементiв по m позначають Сm
n i зна-

ходять за формулою

Сm
n =

n!

m!(n−m)!
. (15.3)

Обчислення числа сполучень (бiномiальних коефiцiєнтiв) здiй-
снюється за допомогою команди binomial.

Наприклад:
> with(combinat):

> binomial(6, 2);

15

> binomial(16, 8);

12870

Обчислимо число сполучень iз n елементiв по 3 i розкла-
демо одержаний результат в ряд:

> with(combinat):

> binomial(n, 3);
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binomial(n, 3)

> expand(%);

1

6
n3 − 1

2
n2 +

1

3
n

Виразимо число сполучень iз n елементiв по 3 через фа-
кторiали:

> convert(binomial(n,3),factorial);

1

6

n!

(n− 3)!

15.2 Елементи теорiї ймовiрностей

Ймовiрнiстю подiї A називається вiдношення числа m рiв-
номожливих елементарних подiй, що сприяють появi подiї A, до
числа всi можливих елементарних подiй:

P (A) =
m

n
. (15.4)

15.2.1 Iнтегральна та диференцiальна функцiї роз-
подiлу

Законом розподiлу дискретної випадкової величини назива-
ють вiдповiднiсть мiж можливими значеннями випадкової ве-
личини та їх ймовiрностями; його можна задати за допомогою
табличцi, аналiтично i графiчно.

При табличному законi розподiлу дискретної випадкової ве-
личини перший рядок таблицi мiстить можливi значення, а дру-
гий — їх ймовiрностi:

X x1 x2 · · · xn
p p1 p2 · · · pn

Причому сума елементiв другого рядка таблицi задовольняє умо-
ву p1 + p2 + · · ·+ pn = 1.

Iнтегральною функцiєю розподiлу F (x) або iнтегральним за-
коном розподiлу випадкової величини X називається iмовiрнiсть
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P (X < x) подiї, яка полягає в тому, що випадкова величина X
прийняла значення менше нiж x:

P (X < x) = F (x) .

Приклад 15.1. Дано ряд розподiлу випадкової величини X
у виглядi матрицi:

> matrix([[-4, -2, 0, 2, 4],

[0.1, 0.2, 0.2, 0.4, 0.1]]);[
−4 −2 0 2 4
.1 .2 .2 .4 .1

]
Побудувати функцiю розподiлу випадкової величини X, об-

числити ймовiрнiсть попадання випадкової величини X в iнтер-
вал [−2; 4].

Розв’язання
Задамо аналiтичний запис функцiї розподiлу випадкової

величини:
> F:=piecewise(x<-4,0,x>=-4 and x<-2,0.1,x>=-2

and x<0,0.3,x>=0 and x<2,0.5,x>=2 and x<4,0.9,

x>=4,1);

F :=



0 x < −4 (15.5a)
.1 −4 ≤ x and x < −2 (15.5b)
.3 −2 ≤ x and x < 0 (15.5c)
.5 0 ≤ x and x < 2 (15.5d)
.9 2 ≤ x and x < 4 (15.5e)
1 4 ≤ x (15.5f)

Побудуємо графiк функцiї розподiлу:

> plot(F(x),x);
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0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

–10 –8 –6 –4 –2 2 4 6 8 10
x

Щоб обчислити ймовiрнiсть того, що випадкова величина
прийме значення з iнтервалу [−2; 4], задамо функцiю F (x) як
процедуру-функцiю:

> F:=x->piecewise(x<-4,0,x>=-2 and

x<-2,0.1,x>=-2 and x<0,0.3,x>=0

and x<2,0.5,x>=2 and x<4,0.9,x>=4,1);

F := x → piecewise(x < −4, 0, −2 ≤ x and x < −2, .1,

−2 ≤ x and x < 0, .3, 0 ≤ x and x < 2, .5,

2 ≤ x and x < 4, .9, 4 ≤ x, 1)

Скористаємося формулою P (a ≤ x < b) = F (b) − F (a) i
отримаємо шукану ймовiрнiсть:

> p:=F(4)-F(-2);

p := .7

Вiдповiдь: 0,7.
Диференцiальною функцiєю f (x) розподiлу, або щiльнiстю

ймовiрностей називають першу похiдну вiд iнтегральної фун-
кцiї:

f (x) = F ′ (x) . (15.6)

Приклад 15.2. Випадкова величина X задана функцiєю
розподiлу:

> F:=’F’:F:=piecewise(x<=0,0,

x>0 and x<=Pi,1/2*(1-cos(x)),x>Pi,1);



15.2. Елементи теорiї ймовiрностей 273

F :=


0 x ≤ 0 (15.7a)
1

2
· (1− cosx) 0 < x and x ≤ π (15.7b)

1 x > π (15.7c)

Знайти щiльнiсть ймовiрностi f(x), побудувати графiки F (x) i
f(x), обчислити ймовiрнiсть попадання випадкової величини в
iнтервал (1; 2.5).

Розв’язання
Знайдемо щiльнiсть ймовiрностi випадкової величини ξ:

> f:=diff(F, x);

f :=


0 x ≤ 0 (15.8a)
1

2
· sinx 0 < x and x ≤ π (15.8b)

0 x > π (15.8c)

Побудуємо графiки функцiй F (x) i f(x):

> plot(F,x);

0
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0.4

0.6

0.8

1

–10 –8 –6 –4 –2 2 4 6 8 10
x

> plot(f,x);
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–10 –8 –6 –4 –2 2 4 6 8 10
x

Обчислимо ймовiрнiсть попадання випадкової величини
X в iнтервал (1; 2,5), для цього перетворимо функцiю F (x)
у функцiю-процедуру:

> F:=unapply(F,x);

F := x → piecewise(x ≤ 0, 0, −x < 0 and x− π ≤ 0,
1

2
− 1

2
cos(x), π < x, 1)

Тодi шукана ймовiрнiсть дорiвнює:
> F(2.5)-F(1);

.4006 +
1

2
cos(1)

> evalf(%);

.6708

Вiдповiдь: 0,6708.

15.3 Числовi характеристики
випадкових величин

15.3.1 Дискретна випадкова величина

Математичним сподiванням дискретної випадкової величи-
ни називається сума добуткiв усiх її можливих значень на їх
iмовiрностi:

M (X) = x1p1 + x2p2 + ...+ xnpn, (15.9)
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або

M (X) =
n∑

i=1

xipi. (15.10)

Iмовiрнiсний змiст математичного сподiвання: математи-
чне сподiвання наближено дорiвнює середньому арифметично-
му спостережуваних значень випадкової величини:

X ≈ M (X) . (15.11)

Дисперсiєю D (X) випадкової величини X називається мате-
матичне сподiвання квадрата рiзницi мiж випадковою величи-
ною X i ї ї математичним сподiванням:

D (X) = M (X −M (X))2 . (15.12)

Для обчислення дисперсiї зручнiше користуватися наступною
теоремою.

Теорема 15.1. Дисперсiя дорiвнює рiзницi мiж математи-
чним сподiванням квадрата випадкової величини X i квадратом
її математичного сподiвання:

D (X) = M
(
X2
)
− [M (X)]2 . (15.13)

Дисперсiя характеризує мiру розсiювання випадкової вели-
чини X навколо її математичного сподiвання M (X).

Середнiм квадратичним вiдхиленням випадкової величини
X називається квадратний корiнь iз дисперсiї:

σ (X) =
√

D (X). (15.14)

Задача 15.1. Число α-частинок, що досягають лiчильника в
деякому дослiдi, є випадковою величиною ξ, розподiленою за на-
ступним законом:[

ξ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
p .021 .081 .156 .201 .195 .151 .097 .054 , 026 .011 .007

]
Знайти:
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а) математичне сподiвання частинок, що досягають лi-
чильника;

б) ймовiрнiсть того, що число частинок, що досягли лi-
чильника, не менше 4;

в) дисперсiю ξ.

Розв’язання
Задамо матрицю:
> R:=matrix([[xi, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,9, 10],

[p, .21e-1,.81e-1, .156, .201, .195, .151, .97e-1,

.54e-1,.26e-1, .11e-1, .7e-2]]);

R :=

[
ξ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
p .021 .081 .156 .201 .195 .151 .097 .054 .026 .011 .007

]
а) Обчислимо математичне сподiвання M(ξ) = ν1:

> nu[1]:=sum(R[1,i]*R[2,i], i=2..11);

ν1 := 3.798

б) Знайдемо ймовiрнiсть того, що число частинок, що до-
сягли лiчильника, не менше 4:

> P(xi>=4):=sum(R[2,i], i=6..11);

P(4 ≤ ξ) := .534

в) Знайдемо дисперсiю D(ξ) = µ2:

> mu[2]:=sum((R[1,i]-nu[1])^2*R[2,i], i=2..11);

µ2 := 3.576

Вiдповiдь: M(ξ) = 3,798; P(4 ≤ ξ) = 0,534; D(ξ) = 3,576.

15.3.2 Неперервна випадкова величина

Випадкова величина X називається неперервною, якщо її
функцiя розподiлу F (x) неперервна на (−∞; +∞). Множиною
значень неперервної випадкової величини є скiнченний або не-
скiнченний промiжок.

Математичним сподiванням неперервної випадкової вели-
чини X, можливi значення якої належать вiдрiзку [a; b], назива-
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ють визначений iнтеграл:

M (X) =

b∫
a

xf (x) dx, (15.15)

якщо ж можливi значення належать всiй осi Ox, то:

M (X) =

+∞∫
−∞

xf (x) dx.

Дисперсiєю неперервної випадкової величини X називають
математичне сподiвання квадрата її вiдхилення.

Якщо можливi значення x належать вiдрiзку [a; b], то:

D (X) =

b∫
a

[x−M (X)]2 f (x) dx, (15.16)

якщо ж можливi значення належать всiй осi Ox, то:

D (X) =

+∞∫
−∞

[x−M (X)]2 f (x) dx.

Середнiм квадратичним вiдхиленням неперервної випадко-
вої величини X називається квадратний корiнь iз дисперсiї:

σ (X) =
√

D (X). (15.17)

Приклад 15.3. Знайти математичне сподiвання, дисперсiю та
середнє квадратичне вiдхилення випадкової величини X, що за-
дана iнтегральною функцiєю розподiлу

F (x) =


0 при x ≤ 0;
x при 0 < x ≤ 1;
1 при x > 1.

Побудувати графiки iнтегральної та диференцiальної функцiй
розподiлу (щiльностi).
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Розв’язання
Задамо iнтегральну функцiю розподiлу:
> F(x):=piecewise(x<=0,0,x>0 and x<=1,x,x>1,1);

F (x) :=


0 x ≤ 0 (15.18a)
x 0 < x and x ≤ 1 (15.18b)
1 x > 1 (15.18c)

Знайдемо диференцiальну функцiю розподiлу:
> f(x):=diff(F(x), x);

f(x) :=



0 x < 0 (15.19a)
undefined 0 = x (15.19b)
1 x < 1 (15.19c)
undefined 1 = x (15.19d)
0 x > 1 (15.19e)

Обчислимо математичне сподiвання M (X):
> M(X):=int(x*1,x=0..1);

M(X) :=
1

2
Знайдемо дисперсiю D (X):
> D(X):=int((x-M(X))^2*1,x=0..1);

D(X) :=
1

12
Знайдемо середнє квадратичне вiдхилення σ (X):
> sigma(x):=sqrt(%);

σ(X) :=
1

6

√
3

> sigma(X):=evalf(%);

σ(X) := .2887

Побудуємо графiки функцiй F (x) i f(x):
> plot(F(x),x);
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> plot(f(x),x);
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Вiдповiдь: M(X) = 1
2 ; D(X) = 1

12 ; σ(X) = 1
6

√
3.

15.4 Елементи математичної статистики

Для проведення статистичних розрахункiв Maple мiстить бi-
блiотеку stats. До неї входять команди для обробки i проведення
статистичного аналiзу даних, також мiстяться функцiї генерацiї
випадкових чисел i чисельного обчислення статистичних розпо-
дiлiв.

На вiдмiну вiд iнших спецiалiзованих пакетiв, цей пакет скла-
дний, тобто вiн мiстить пiдпакети, якi у свою чергу мiстять ко-
манди.

Пакет stats мiстить наступнi пiдпакети:
anova — дисперсiйний аналiз;
describe — описовi статистики;
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fit — лiнiйна регресiя;
importdata — призначений для iмпортування даних iз файла;
random — генератори випадкових чисел, що вiдповiдають зада-
ним розподiлам;
statevalf — чисельне обчислення розподiлiв;
statplots — команди побудови графiкiв;
transform — команди перетворення даних.

15.4.1 Вибiрка. Емпiрична функцiя розподiлу. Гi-
стограма

Використання деяких команд пакета stats розглянемо на на-
ступному прикладi.

Приклад 15.4. Записати вибiрку 2, 5, 3, 7, 10, 5, 7, 5, 2, 5, 10,
4, 2, 7, 2, 7, 7, 4, 2, 4 у виглядi:

а) варiацiйного ряду;
б) статистичного ряду.

Розв’язання
Пiдключимо бiблiотеку stats i представимо вибiрку у ви-

глядi варiацiйного ряду:
> with(stats);

[anova, describe, fit , importdata, random, statevalf , statplots, transform]

> data:=[2,5,3,7,10,5,7,5,2,5,10,4,2,7,2,7,7,4,

2,4];

data := [2, 5, 3, 7, 10, 5, 7, 5, 2, 5, 10, 4, 2, 7, 2, 7, 7, 4, 2, 4]

> data1:=transform[statsort](data);

data1 := [2, 2, 2, 2, 2, 3, 4, 4, 4, 5, 5, 5, 5, 7, 7, 7, 7, 7, 10, 10]

Отримаємо статистичний ряд:
> data2:=transform[tally](data1);

data2 := [Weight(2, 5), 3, Weight(4, 3), Weight(5, 4),Weight(7, 5), Weight(10, 2)]

Представимо його у виглядi статистичного ряду, в якому
другий ряд представлений вiдносними частотами:

> data3:=transform[scaleweight[1/describe[count]

(data2)]](data2);
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data3 := [Weight(2,
1

4
), Weight(3,

1

20
), Weight(4,

3

20
),

Weight(5,
1

5
), Weight(7,

1

4
),Weight(10,

1

10
)]

Подамо частоти у накопичувальному порядку:
> data4:=transform[cumulativefrequency](data2);

data4 := [5, 6, 9, 13, 18, 20]

Складемо емпiричну функцiю розподiлу:
> F(x):=piecewise(x<2,0,x>2 and x<=3,5/20,

x>3 and x<=4,6/20, x>4 and x<=5,9/20,

x>5 and x<=7,13/20,x>7 and x<=10,18/20,

x>10,1);

F (x) :=



0, for x < 2;
1
4 , for − x < −2 and x− 3 ≤ 0;
3
10 , for − x < −3 and x− 4 ≤ 0;
9
20 , for − x < −4 and x− 5 ≤ 0;
13
20 , for − x < −5 and x− 7 ≤ 0;
9
10 , for − x < −7 and x− 10 ≤ 0;

1, for 10 < x.

Побудуємо графiк емпiричної функцiї розподiлу:
> plot(F(x),x=1..13);
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Побудуємо гiстограму вибiрки:
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> with(stats[statplots]):

> data:=[2,5,3,7,10,5,7,5,2,5,10,4,2,7,2,7,7,4,2,4 ];

> data1:=transform[statsort](data);

data := [2, 5, 3, 7, 10, 5, 7, 5, 2, 5, 10, 4, 2, 7, 2, 7, 7, 4, 2, 4]

data1 := [2, 2, 2, 2, 2, 3, 4, 4, 4, 5, 5, 5, 5, 7, 7, 7, 7, 7, 10, 10]

> histogram(data1, color=cyan);
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15.4.2 Побудова графiка кореляцiйної таблицi

При вивченнi теорiї ймовiрностей i математичної статисти-
ки розглядають задачу графiчної побудови даних кореляцiйної
таблицi двовимiрної випадкової величини i графiка, визначення
за цiєю таблицею лiнiї регресiї.

Ця задача є стандартною задачею, що розглядається при ви-
вченнi математичної статистики. Проiлюструємо її розв’язання
засобами Maple.

Задача 15.2. Дана кореляцiйна таблиця значень ознак X i Y .
Побудувати на площинi значення двовимiрної випадкової вели-
чини Z = (X,Y ), що заданi в таблицi, вказавши частоти цих
значень. Знайти i побудувати лiнiю прямої регресiї Y на X.
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X
Y

10 20 30 40 50 60 ny

15 5 7 — — — — 12
25 — 20 23 — — — 43
35 — — 30 47 2 — 79
45 — — 10 11 20 6 47
55 — — — 9 7 3 19
nx 5 27 63 67 29 9 n = 200

Розв’язання
Виконаємо обчислення i проведемо побудову в пакетi Maple.
1) Задаємо точнiсть обчислень:

> restart;

> Digits := 4:

2) Вводимо значення складових X i Y двовимiрної випад-
кової величини Z = (X,Y ):

> X:=vector[row]([10,20,30,40,50,60]);

X := [10, 20, 30, 40, 50, 60]

> Y:=vector[row]([15,25,35,45,55]);

Y := [15, 25, 35, 45, 55]

3) Визначаємо число значень складових двовимiрної ви-
падкової величини:

> with(linalg):n:=vectdim(X);m:=vectdim(Y);

Warning, the protected names norm and trace have been
redefined and unprotected

n := 6

m := 5

4) Заповнюємо матрицю частот (по рядках):

> nxy:=matrix(m,n,[5,7,0,0,0,0,0,20,23,0,0,0,0,0,

30,47,2,0,0,0,10,11,20,6,0,0,0,9,7,3]);
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nxy :=


5 7 0 0 0 0
0 20 23 0 0 0
0 0 30 47 2 0
0 0 10 11 20 6
0 0 0 9 7 3


5) Знайдемо окремi частоти значень складових:
> f:=(i)->sum(’nxy[i,k]’,’k’=1..n):
> g:=(k)->sum(’nxy[i,k]’,’i’=1..m):
> ny:=vector[row](m,f);nx:=vector[row](n,g);

ny := [12, 43, 79, 47, 19]

nx := [5, 27, 63, 67, 29, 9]

6) Знайдемо об’єм вибiрки:
> N:=sum(’nx[i]’,’i’=1..n);N1:=

sum(’ny[i]’,’i’=1..m);

N := 200

N1 := 200

7) Обчислимо вибiрковi середнi складових X i Y :
> xv:=sum(’(X[k]*nx[k])/N’,’k’=1..n):
> yv:=sum(’(Y[k]*ny[k])/N’,’k’=1..m):
> ’xv’=evalf(xv);’yv’=evalf(yv);

xv = 35.75

yv = 35.90

8) Обчислимо вибiрковi середнi квадратичнi вiдхилення:
> sx:=sqrt(sum(’(X[k]-xv)^2*nx[k]/N’,’k’=1..n)):
> sy:=sqrt(sum(’(Y[k]-yv)^2*ny[k]/N’,’k’=1..m)):
> ’sx’=evalf(sx);’sy’=evalf(sy);

sx = 11.06

sy = 10.31

9) Знайдемо вибiрковий коефiцiєнт лiнiйної кореляцiї:
> rv:=(sum(sum(’nxy[i,k]*X[k]*Y[i]’,’i’=1..m),

’k’=1..n)-N*xv*yv)/(N*sx*sy):’rv’=evalf(rv);

rv = .7748

10) Складемо рiвняння лiнiйних регресiй Y на X i X на
Y :
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> y[x]:=rv*(sy/sx)*(x-xv)+yv;
> x[y]:=rv*(sx/sy)*(y-yv)+xv;

yx :=
7066

9795
x+

99031

9795

xy :=
17665

21238
y +

125085

21238
11) Складемо список пар спостережуваних значень:

> A:=[]:

> for i from 1 to n do for j from 1 to m do if

nxy[j,i]<>0 then A:=[op(A),[X[i],Y[j]]];
> PQ[nops(A)]:=nxy[j,i]; fi; od; od;

> PP:=[seq([op(1,A[i]),op(2,A[i])],i=1..nops(A))];

PP := [[10, 15], [20, 15], [20, 25], [30, 25], [30, 35], [30, 45],

[40, 35], [40, 45], [40, 55], [50, 35], [50, 45], [50, 55], [60, 45],

[60, 55]]

12) Будуємо графiки значень, частот, лiнiю регресiї Y на
X:

> with(plots):

Warning, the name changecoords has been redefined

> T:=pointplot(PP):

> for k from 1 to nops(PP) do

TP[k]:=textplot([op(1,PP[k])+0.2,op(2,PP[k])+0.2,

PQ[k]],align={ABOVE,RIGHT});od:

> TT:=plot(y[x],x=X[1]-X[1]*0.1..X[n]+X[n]*0.1):

> plots[display](T,TT,seq(TP[k],k=1..nops(PP)));
> print(‘Bибiрковесреднє‘:’x[в]’=evalf(xv),’y[в]’=

evalf(yv));
> print(‘стандартневiдхилення‘,:s[x]’=evalf(sx),

’s[y]’=evalf(sy));
> print(‘рiвняння регресiї‘:’y[x]’=evalf(y[x]));
> print(‘коефiцiєнт кореляцiї‘:’r[в]’=evalf(rv));
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Вибiркове среднє : xv = 35.75, yv = 35.90;

стандартне вiдхилення : sx = 11.06, sy = 10.31;

рiвняння регресiї : yx = .7214x+ 10.11;

коефiцiєнт кореляцiї : rv = .7748.

15.5 Розв’язання задач

Задача 15.3. Скiлькома способами можна розмiстити 15 го-
стей на 15 мiсцях за святковим столом?

Розв’язання
За умовою задачi дано множину, яка складається з 15 еле-

ментiв i яку потрiбно розташувати у певнiй послiдовностi.
Шукане число дорiвнює числу перестановок з 15 елемен-

тiв:
> P[15]:=combinat[numbperm](15);

P15 := 1307674368000

Вiдповiдь: 1307674368000.

Задача 15.4. Колектив невеликої фiрми нараховує 30 працiв-
никiв. Директор фiрми вирiшив премiювати трьох iз них. Ви-
падково записують впорядкованi трiйки прiзвищ працiвникiв,
що не повторюються. Перший працiвник одержує премiю в
розмiрi 100 $, другий – 75 $, третiй – 50 $. Скiльки способiв
має директор для премiювання працюючих?
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Розв’язання
Число працiвникiв рiвне 30. Потрiбно знайти число роз-

мiщень iз 30 по 3:
> combinat[numbperm](30, 3);

24360

Вiдповiдь: 24360.

Задача 15.5. Скiльки всього iгор мають провести 15 команд
в одному чемпiонатi?

Розв’язання
Оскiльки гра будь-якої команди A з командою B спiвпа-

дає з грою команди B з командою A, то кожна гра є спо-
лученням з 15 по 2. Отже, шукане число всiх iгор дорiвнює
числу сполучень iз 15 по 2:

> binomial(15, 2);

105

Вiдповiдь: 105.

Задача 15.6. Знайти ймовiрнiсть подiї А = {виграш найбiль-
шої суми при грi в лото по 1 картцi}, якщо для цього необхiдно
вгадати 5 iз 36 чисел.

Розв’язання
При наявностi одного квитка є одна сприятлива для А еле-

ментарна подiя = {всi 5 чисел вгаданi правильно}, тобто m = 1.
Число n всiх елементарних подiй дорiвнює числу всiх рiвномо-
жливих груп iз 5 чисел, що вiдрiзняються хоча б одним числом,
тобто n = C5

36.

P (A) =
1

C5
36

> P(A):=1/binomial(36, 5);

P(A) :=
1

376992
Вiдповiдь: P(A) = 1

376992 .
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Задача 15.7. Серед 100 електроламп 5 зiпсованих. Яка ймовiр-
нiсть того, що взятi навмання три лампи будуть справними?

Розв’язання
Зi 100 електроламп 3 лампи можна взяти n = C3

100 способа-
ми. Три справнi лампи iз загальної кiлькостi 95 можна вiдiбрати
m = C3

95 способами. Отже, шукана ймовiрнiсть дорiвнює

P (A) =
C3
95

C3
100

:

> P(A):=binomial(95, 3)/binomial(100., 3);

P(A) := .8559

Вiдповiдь: P(A) = 0,8559.

Задача 15.8. Група з 20 студентiв, серед яких 6 вiдмiнникiв,
довiльно розбивається на двi рiвнi пiдгрупи. Знайти ймовiр-
нiсть того, що чотири вiдмiнники будуть у першiй пiдгрупi.

Розв’язання
Позначимо подiю A — у першi пiдгрупi чотири вiдмiнники.
При вiдборi 10 студентiв у першу пiдгрупу послiдовнiсть вiд-

бору не береться до уваги, тому загальне число n випадкiв у
такiй моделi дорiвнює числу рiзних комбiнацiй з 20 по 10:

n = C10
20

> n:=binomial(20, 10);

n := 184756

Серед знайденого числа способiв комплектування першої пiд-
групи знайдемо число варiантiв m, що сприяють подiї A. Це такi
варiанти, у яких 4 студенти взятi серед 6 вiдмiнникiв, а решта
6 – серед 14 студентiв, що не вчаться на вiдмiнно. Число m зна-
йдемо за комбiнаторним принципом добутку

m = C4
6C

6
14 :
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> m:=binomial(6, 4)*binomial(14, 6);

m := 45045

Тодi ймовiрнiсть попадання чотирьох вiдмiнникiв у першу
пiдгрупу обчислюємо за класичною формулою

P (A) =
m

n
:

> P(A):=m/n;

P(A) :=
315

1292
> evalf(%);

.2438

Отже, ймовiрнiсть попадання чотирьох вiдмiнникiв у першу
пiдгрупу

P (A) ≈ 0, 2438.

Задача 15.9. Схожiсть насiння становить 95 % Знайти ймо-
вiрнiсть того, що з 10 посiяних насiнин зiйде рiвно 8 насiнин.

Розв’язання
Маємо справу з повторними незалежними випробуваннями.
Використаємо формулу Бернуллi:
> with(combinat):

Warning, the protected name Chi has been redefined
and unprotected

> binomial(n, m);

binomial(n, m)

> convert(binomial(n,m),factorial);

n!

m! (n−m)!
> P[n](m):=convert(binomial(n,m),factorial)

*p^m*q^(n-m);
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Pn(m) :=
n! pm q(n−m)

m! (n−m)!

Оскiльки схожiсть насiння 95 %, то p = 95 %
100 % = 0, 95, звiдси

q = 1− p = 1− 0, 95 = 0, 05. За умовою n = 10, m = 8.
Пiдставляючи в

Pn(m) :=
n! pm q(n−m)

m! (n−m)!

значення p, q, n, m матимемо:
> Digits:=4;

Digits := 4
> subs( n=10, m=8,p=0.95, q=0.05,
> convert(binomial(n,m),factorial)*p^m*q^(n-m) );

.001658
10!

8! 2!
> eval(%);

.07461

> P[10](8):=.7461e-1;

P10(8) := .07461

Вiдповiдь: P10(8) = 0,07461.

Задача 15.10. Фермерське господарство зiбрало 950 кг помiдо-
рiв, iз них 800 кг першого ґатунку. Овочевий магазин закупив
i випадковим чином вiдiбрав 400 кг помiдорiв. Знайти iмовiр-
нiсть того, що в закупленiй партiї буде не менше 350 кг помi-
дорiв першого ґатунку.

Розв’язання
Застосуємо iнтегральну теорему Лапласа

Pn (k1, k2) ≈ Ф
(
x′′
)
− Ф

(
x′
)

де

Ф (x) =
1√
2π

·
∫ x

0
e−

x2

2 dx, x′ =
k1 − np
√
npq

, x′′ =
k2 − np
√
npq

.
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Дано: p = 0, 8421, q = 0, 1579, n = 400, k ≥ 350, тобто k1 =
350, k2 = 400, тодi

> with(combinat):

> x:=’x’:

> Digits:=4;

Digits := 4

> x1:=(350-400*0.8421)/sqrt(400*0.8421*0.1579);

x1 := 1.810

> x2:=(400-400*0.8421)/sqrt(400*0.8421*0.1579);

x2 := 8.665

Знаходимо iмовiрнiсть того, що в закупленiй партiї буде
не менше 350 кг помiдорiв першого ґатунку:

> P:=1/sqrt(2*Pi)*int(exp(-t^2/2),t=-infinity..x2)

-1/sqrt(2*Pi)*int(exp(-t^2/2),t=-infinity..x1);

P := .044

√
2√
π

> evalf(P);

.03509

Отже, з iмовiрнiстю 0,03509 можна стверджувати, що в заку-
пленiй партiї буде не менше 350 кг помiдорiв першого ґатунку.

Задача 15.11. У дикоростучої суницi червоне забарвлення ягiд
домiнує над рoзовим; ця ознака передається у спадок. У деякiй
популяцiї суницi ймовiрнiсть зустрiти рослину з червоними
ягодами дорiвнює 0,7. Яка ймовiрнiсть того, що серед вiдiбра-
них випадковим чином 8-ми рослин цiєї популяцiї червонi ягоди
будуть мати:

а) 6 рослин;
б) не менше шести рослин?

Розв’язання
У кожному випробуваннi може з’явитися або не з’явитися

подiя A, якa полягає в тому, що у рослини суницi будуть чер-
вонi ягоди. Загальне число випробувань n = 8, випробування
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є незалежними. Ймовiрнiсть появи подiї A в кожному з восьми
випробувань є сталою i дорiвнює p = 0,7, ймовiрнiсть непояви
подiї A в кожному випробуваннi дорiвнює q = 1− p = 0,3.

а) Позначимо подiю: B — рiвно 6 рослин з восьми вiдiбраних
матимуть червонi ягоди. Число випробувань, в яких очiкується
поява подiї A, дорiвнює m1 = 6.

Шукану ймовiрнiсть P(B) = P8(6) знайдемо за формулою
Бернуллi:

> with(combinat):

Warning, the protected name Chi has been redefined
and unprotected

> Digits := 4:

> binomial(n, m);

binomial(n, m)

> convert(binomial(n,m),factorial);

n!

m! (n−m)!
> P[n](m):=convert(binomial(n,m),factorial)

*p^m*q^(n-m);

Pn(m) :=
n! pm q(n−m)

m! (n−m)!
Пiдставляючи в

Pn(m) :=
n! pm q(n−m)

m! (n−m)!

значення p, q, n, m матимемо:
> subs( n=8, m=6,p=0.7, q=0.3,

convert(binomial(n,m),factorial)*p^m*q^(n-m));

.01058
8!

6! 2!
> evalc(%);

.2962

б) Позначимо подiю: C — не менше шести рослин iз во-
сьми вiдiбраних матимуть червонi ягоди.
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Розглянемо подiї, що сприяють настанню подiї C: C1, C2,
C3 — червонi ягоди будуть мати, вiдповiдно, 6 рослин, 7 рослин,
8 рослин з 8 вiдiбраних. C1, C2, C3 — несумiснi подiї, причому
подiя C1 дорiвнює подiї A, яка розглянута в пунктi а) задачi.

Подiя C полягає в тому, що червонi ягоди будуть мати або
6, або 7, або 8 рослин. Це означає, що подiя C являє собою суму
подiй C1, C2 i C3: C = C1+C2+C3. Ймовiрнiсть подiї C знайдемо
за теоремою додавання ймовiрностей несумiсних подiй при n =
3:

P(C) = P(C1) + P(C2) + P(C3). (15.20)

Ймовiрнiсть P(C1) ≈ 0,2965. Ймовiрностi P(C2) i P(C3)
знайдемо за формулою Бернуллi при значеннях m, вiдповiд-
но рiвних m1 = 7 i m2 = 8 :

> P(C[1]):=.2962;

P(C1) := .2962
> subs( n=8, m=7,p=0.7, q=0.3,

convert(binomial(n,m),factorial)*p^m*q^(n-m));

.02470
8!

7! 1!
> evalc(%);

.1976

> P(C[2]):=.1976;

P(C2) := .1976
> subs( n=8, m=8,p=0.7, q=0.3,

convert(binomial(n,m),factorial)*p^m*q^(n-m));

.05765
1

0!
> evalc(%);

.05765

> P(C[3]):=.5765e-1;

P(C3) := .05765

Пiдставивши значення P(C1), P(C2) i P(C3) у рiвнiсть
(15.20), отримаємо

> P(C)=P(C[1])+P(C[2])+P(C[3]);



294 15. Елементи теорiї ймовiрностей i мат. статистики

P(C) = .5518

Вiдповiдь: a) 0,2962; б) 0,5518.

Задача 15.12. При схрещуваннi двох кормових сортiв люпину
в другому поколiннi теоретично очiкуваним вiдношенням ал-
калоїдних рослин до безалкалоїдний є вiдношення 9:7. Знайти
ймовiрнiсть того, що серед отриманих 150 гiбридних рослин
половина рослин будуть алкалоїдними.

Розв’язання
Випробування полягає у перевiрцi однiєї рослини люпину.

Загальне число незалежних випробувань дорiвнює n = 150. У
кожному випробуваннi може вiдбутися або не вiдбутися подiя
A — поява алкалоiдної рослини люпину. Скориставшись класи-
чним визначенням ймовiрностi подiї, отримаємо, що ймовiрнiсть
настання подiї A в кожному випробуваннi дорiвнює p = 9

16 =
0,5625. Ймовiрнiсть подiї A дорiвнює q = 7

16 = 0,4375. Число m
появ подiї A дорiвнює 75. Потрiбно знайти P150(75).

Число n випробувань велике, тому для визначення P150(75)
застосуємо асимптотичну формулу Лапласа (15.21):

Pn(m) ≈ 1
√
npq

·φ(x), деφ(x) =
1√
2π

·e−
x2

2 , x =
m− np
√
npq

(15.21)

Проведемо обчислення:
> x:=(m-n*p)/sqrt(n*p*q);

x := −1.544

> f(x):=1/sqrt(2*Pi)*exp(-x^2/2);

f(−1.544) := .1518

√
2√
π

> P[n](m):=f(x)/sqrt(n*p*q);

P150(75) := .02498

√
2√
π

> evalf(%);

.01992

Вiдповiдь: 0,01992.
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Задача 15.13. Дослiдне поле засiяне насiнням кострицi без-
остої. На однiй з дiлянок цього поля в травостої мiститься
0, 4% бур’янiв — конюшини бiлої i рiзнотрав’я. Яка ймовiрнiсть
того, що серед 125 рослин цiєї дiлянки, вiдiбраних випадковим
чином, є

а) рiвно 3 засмiчених;
б) не бiльше трьох засмiчених?

Розв’язання
а) Випробування полягає у перевiрцi однiєї рослини. Загаль-

не число незалежних випробувань n = 125. У кожному випро-
буваннi може з’явитися або не з’явитися подiя A, яка полягає
в тому, що вiдiбранa рослина — бур’ян. Ймовiрнiсть p = 0,004
настання подiї A в кожному випробуваннi дуже мала, причому
λ = np = 125·0,004 = 0,5 < 10, тому ймовiрностi Pn(m) знайдемо
за формулою Пуассона (15.22):

Pn(m) ≈ λm

m!
· e−λ, де λ = np (15.22)

> Digits := 4:

> P[n](m):=lambda^m*exp(1)^(-lambda)/m!;

Pn(m) :=
λm (e)(−λ)

m!
> subs(m=3,lambda=0.5,lambda^m*exp(1)^(-lambda)/m!);

.125
1

(e).5 3!
> convert(.125*1/(exp(1)^.5*3!),factorial);

.02083
1

(e).5

> evalf(%);

.01264

> P[125](3):=.1264e-1;

P125(3) := .01264
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б) Число появ подiї A знаходиться в iнтервалi 0 ≤ m ≤ 3,
потрiбно знайти ймовiрнiсть попадання числа m у цей iнтервал,
тобто P(0 ≤ m ≤ 3) при n = 125 i λ = np = 0,5. Шукану ймо-
вiрнiсть знайдемо, застосувавши формулу Пуассона i теорему
додавання ймовiрностей несумiсних подiй:

P(0 ≤ m ≤ 3) = P125(0) + P125(1) + P125(2) + P125(3).

Проведемо обчислення:
> Digits := 4:

> subs(m=0,lambda=0.5,lambda^m*exp(1)^(-lambda)/m!);

1

(e).5 0!
> evalf(%);

.6066

> P[125](0):=.6066;

P125(0) := .6066

> subs(m=1,lambda=0.5,lambda^m*exp(1)^(-lambda)/m!);

.5
1

(e).5 1!
> evalf(%);

.3033

> P[125](1):=.3033;

P125(1) := .3033

> subs(m=2,lambda=0.5,lambda^m*exp(1)^(-lambda)/m!);

.25
1

(e).5 2!
> evalf(%);

.07582

> P[125](2):=.7582e-1;

P125(2) := .07582
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> P[125](3):=.1264e-1;

P125(3) := .01264

> P:=P[125](0)+P[125](1)+P[125](2)+P[125](3);

P := .9983

Вiдповiдь: а) 0,01264; б) 0,9983.

Задача 15.14. Пiд час механiзованого збирання картоплi по-
шкоджується у середньому 10% бульб. Знайти ймовiрнiсть
того, що у випадковiй вибiрцi з 200 бульб картоплi пошкодже-
но вiд 15 до 50 бульб.

Розв’язання
З умови випливає, що ймовiрнiсть пошкодження картоплини

p = 0,1, ймовiрнiсть протилежної подiї q = 1 − p = 0,9. Число
незалежних випробувань n = 200. Потрiбно знайти ймовiрнiсть
того, що m1 ≤ m ≤ m2, де m1 = 15, m2 = 50. Оскiльки n =
200 — досить велике число, то шукану ймовiрнiсть знайдемо
наближено за формулою (15.23):

P(m1 ≤ m ≤ m2) ≈ Ф(x2)− Ф(x1), деx1 =
m1 − np
√
npq

, x2 =
m2 − np
√
npq

(15.23)

Проведемо обчислення:

> Digits := 4:

> x2:=(50-200*0.1)/sqrt(200*0.1*0.9);

x2 := 7.071

> x1:=(15-200*0.1)/sqrt(200*0.1*0.9);

x1 := −1.178

> P:=1/sqrt(2*Pi)*int(exp(-t^2/2),t=-infinity..x2)

-1/sqrt(2*Pi)*int(exp(-t^2/2),t=-infinity..x1);

P := 1.104

√
2√
π

> P:= evalf(P);

P := .8804

Вiдповiдь: 0,8804.
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Задача 15.15. Фермер утримує 15 корiв, серед яких у 5 надої
бiльшi, нiж по 4500 л молока на рiк. Випадковим чином вiдiбра-
нi 3 корови, що належать цьому фермеру. Знайти закон розпо-
дiлу випадкової величини X — числа корiв iз високими надоями
серед вiдiбраних.

Розв’язання
Випадкова величина X — число корiв серед вiдiбраних iз

продуктивнiстю бiльше, нiж по 4500 л молока на рiк. Ця вели-
чина в результатi випробування може прийняти одне з таких
можливих значень: x1 = 0; x2 = 1; x3 = 2; x4 = 3. Ймовiрностi
можливих значень величини X знайдемо за формулою

P(X = r) =
Cr
k · C

l−r
N−k

C l
N

.

У цiй задачi N = 15 — загальна кiлькiсть корiв у ферме-
ра, k = 5 — загальне число корiв iз високими надоями, l = 3
— число вiдiбраних корiв, r — число корiв серед трьох вiдi-
браних iз високими надоями. Шуканi ймовiрностi можливих
значень X рiвнi:

> restart;

> p[0]:=binomial(5, 0)*binomial(10, 3)

/binomial(15, 3);

p0 :=
24

91
> p[1]:=binomial(5, 1)*binomial(10, 2)

/binomial(15, 3);

p1 :=
45

91
> p[2]:=binomial(5, 2)*binomial(10, 1)

/binomial(15, 3);

p2 :=
20

91
> p[3]:=binomial(5, 3)*binomial(10, 0)

/binomial(15, 3);
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p3 :=
2

91
Цей закон розподiлу називається гiпергеометричним.
Розглянута випадкова величина X має наступний ряд

розподiлу:
> R:=matrix([[x[i],0,1,2,3],

[p[i],24/91,45/91,20/91,2/91]]);

R :=

[
xi 0 1 2 3

pi
24

91

45

91

20

91

2

91

]

Задача 15.16. Ймовiрнiсть включення двигуна з однiєї спроби
стала i дорiвнює p. Скласти ряд розподiлу випадкової величини
X — числа включень двигуна при однiй спробi. Знайти мате-
матичне сподiвання i дисперсiю X.

Розв’язання
Випробування полягає у спробi включити двигун. У випро-

буваннi може вiдбутися або не вiдбутися подiя A — включення
двигуна. Iмовiрнiсть настання подiї A в одному випробуваннi
дорiвнює p; ймовiрнiсть протилежної подiї A — двигун не буде
включений, дорiвнює q = 1− p. Розглянута випадкова величина
X в результатi випробування може прийняти одне з таких двох
можливих значень: x1 = 0, x2 = 1. Ймовiрностi цих значень вiд-
повiдно рiвнi q i p.

Випадкова величина X має наступний ряд розподiлу:
> R:=matrix([[x[i], 0, 1], [p[i], q, p]]);

R :=

[
xi 0 1
pi q p

]
Математичне сподiвання M(X) = ν i дисперсiя D(X) = µ

величини X рiвнi:
> nu[1]:=sum(R[1,i]*R[2,i], i=2..3);

ν1 := p

> mu[2]:=sum((R[1,i]-nu[1])^2*R[2,i], i=2..3);

µ2 := p2 q + (1− p)2 p
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> subs( q=1-p, p^2*q+(1-p)^2*p);

p2 (1− p) + (1− p)2 p

> simplify(%);

−p2 + p

Вiдповiдь: M(X) = p; D(X) = −p2 + p.

15.6 Завдання для самостiйного виконання

1. Обчислити значення виразу:

1) 10!−8!
89 ; 2) 6! · (7!− 3!); 3) A3

7 +A3
6 +A3

5;

4) A5
6+A4

6

A3
6

; 5) C4
6 + C14

16 ; 6) C5
6+A4

6

C3
6

.

2. Випадкова величина X задана функцiєю розподiлу

F (x) =


0, при x ≤ 0;
3
4 · (1− cosx), при 0 < x ≤ π;
1, при x > π.

Знайти: щiльнiсть ймовiрностi f(x); побудувати графiки
F (x) i f(x); обчислити ймовiрнiсть потрапляння випадко-
вої величини в iнтервал (0,5; 3,5).

3. Випадкова величина X задана диференцiальною функцiєю
розподiлу

f(x) =


0, при x ≤ 0;
1
2 sinx, при 0 < x ≤ π;
0, при x > π.

Знайти: iнтегральну функцiю F (x); побудувати графiки
F (x) i f(x); обчислити ймовiрнiсть потрапляння випадко-
вої величини в iнтервал (0; π4 ).



15.6. Завдання для самостiйного виконання 301

4. Випадкова величина задана законом розподiлу

X 0,1 2 10 20
p 0,4 0,2 0,15 0,25.

Знайти: математичне сподiвання; дисперсiю; середнє ква-
дратичне вiдхилення цiєї величини.

5. Знайти математичне сподiвання, дисперсiю та середнє ква-
дратичне вiдхилення випадкової величини X, що задана
iнтегральною функцiєю розподiлу

F (x) =


0, при x ≤ −2;

x
4 + 1

2 , при −2 < x ≤ 2;
1, при x > 2.

Побудувати графiки iнтегральної та диференцiальної фун-
кцiй розподiлу (щiльностi).

6. Записати вибiрку 3, 5, 3, 7, 10, 5, 7, 5, 2, 3, 5, 10, 4, 2, 7, 2,
4, 7, 7, 4, 2, 5, 4 у виглядi варiацiйного та статистичного
рядiв, складiть емпiричну функцiю розподiлу, побудуйте
графiк емпiричної функцiї розподiлу, побудуйте гiстогра-
му вибiрки.

7. Дана кореляцiйна таблиця значень ознак X i Y .

X
Y

10 20 30 40 ny

0,4 5 — 7 14 26
0,6 — 2 6 4 12
0,8 3 19 — – 22
nx 8 21 13 18 n = 60

Побудувати на площинi значення двовимiрної випадкової
величини Z = (X,Y ), що заданi в таблицi, вказавши часто-
ти цих значень. Знайти i побудувати лiнiю прямої регресiї
Y на X.
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Покажчик

Digits — команда точностi пред-
ставлення чисел, 18

Edit — команди редагування до-
кумента i операцiї з бу-
фером обмiну, 2

Expression — введення шаблонiв
математичних операто-
рiв i операцiй, 3

File — робота з файлами i дру-
ком документiв, 2

Format — операцiї задання фор-
матiв, 2

Help — робота з довiдковою си-
стемою, 2

Insert — операцiї вставки, 2
Matrix — введення шаблонiв ма-

триць рiзних розмiрiв,
3

New User’s Tour — команда на-
вчання основам користу-
вання Maple, 5

Options — задання параметрiв,
2

Palettes — список палiтр, при-
значених для введення
математичних знакiв, 2

QuadricCurveAnalysis — дослiдже-

ння кривих другого по-
рядку, 238

Spreadsheet — операцiї задання
таблиць, 2

Symbol — введення окремих сим-
волiв (грецьких лiтер i
деяких математичних зна-
кiв), 3

Topic Search — предметний по-
шук, 13

VectorAngle — команда знаходже-
ння кута мiж двома ве-
кторами, 89

Vector — введення шаблонiв ве-
кторiв рiзних розмiрiв
i типiв, 3

View — управлiння видом iнтер-
фейсу користувача, 2

Window — управлiння вiкнами,
2

Геометрiя в просторi, 248
Iнтерфейс Марle, 1
Команди геометрiї з iменем name,

208
Команди перевiрки геометричних

умов, 248
Команди стереометрiї з iменем

303
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name, 248
Команди геометрiї, 207
Команди спрощення, 26
Кратнi iнтеграли, 166
Математичнi константи, 20
Операцiї з матрицями, 81
Операцiї з векторами, 86
Побудова графiкiв 3D, 149
Стандартнi математичнi функцiї,

21
binomial — команда обчислення

числа сполучень, 269
color — команда визначення ко-

льору побудови, 57
complexplot — команда зображе-

ння комплексних чисел,
78

complex — команда задання ком-
плексних чисел, 74

convert — команда перетворен-
ня виразу одного типу
в iнший тип, 22

crossprod — команда знаходже-
ння векторного добутку,
90

dfieldplot — команда побудови
поля напрямiв ДР рiв-
няння, 190

diff — команда для знаходжен-
ня похiдної функцiї, 120

dsolve — команда розв’язуван-
ня диф. рiвнянь, 189

evalf — команда округлення ви-
разу, 17

expand — розкриття дужок, 26

factor — розклад на множники,
26

implicitplot — команда побудо-
ви графiкiв неявно за-
даних функцiй, 65

innerprod — командa знаходже-
ння скалярного добутку
векторiв, 90

int — команда для знаходжен-
ня iнтегралiв, 162

limit — команда обчислення гра-
ниць, 107

linalg, LinearAlgebra, 88
maximize(f(x), x=a..b) — найбiль-

ше значення функцiї на
вiдрiзку, 122

minimize(f(x), x=a..b) — наймен-
ше значення функцiї на
вiдрiзку, 122

numbcomb — команда обчисле-
ння числа елементiв мно-
жини, 268

numbperm — команда знаходже-
ння числа перестановок,
268

plot — команда побудови графi-
кiв, 56

series — команда розкладу в сте-
пеневий узагальнений ряд,
113

simplify — спрощення виразу, 26
solve — команда розв’язування

алгебраїчних рiвнянь, не-
рiвностей та їхнiх систем,
32
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subs — пiдстановка, 26
sum — команда сумування, 110
taylor — команда розкладу в ряд

Тейлора, 114
with (package) — математичнi бi-

блiотеки, 15
with(combinat) — бiблiотека за-

дач комбiнаторики, 267
with(geom3d) — бiблiотека сте-

реометрiї, 248
with(geometry) — бiблiотека ана-

лiтичної геометрiї, 206
with(simplex) — бiблiотека задач

лiнiйного програмуван-
ня, 125

with(stats) — бiблiотека матема-
тичної статистики, 279

www.maplesoft.com — сайт фiр-
ми — розробника систе-
ми, 5
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