
70 
 

ІI. ЕЛЕМЕНТИ ВЕКТОРНОЇ АЛГЕБРИ 

§1. Основні поняття 
Озн. Скаляром називається величина, яка має тільки чисельне значення 

(наприклад, маса тіла, об’єм тіла, площа городу тощо). Позначення: a , b , AB  
тощо. 

Озн. Вектором називається величина, яка крім чисельного значення має 
напрямок (наприклад, сила, швидкість) і позначається літерами зі стрілкою над 
ними: a , b


, AB  тощо.  

Щоб обчислити координати вектора AB  необхідно від координат кінця 
 222 ;; zухВ  відняти координати початку  111 ;; zухA , тобто 

AB  121212 ;; zzуухх  . 

Приклад: Обчислити координати вектора AB , якщо  0;1;3 A , 
 4;2;1 В . 

Розв’язання: AB    04;12;31  4;3;2  . 
Озн. Довжина вектора  zуx aaaa ;;  називається абсолютною величиною 

або модулем вектора і обчислюється за формулою 222
zyх aaаа  .  

Якщо задані координати кінця  222 ;; zухВ  та початку вектора 
 111 ;; zухA , то його довжину обчислюють за формулою: 

     2
12

2
12

2
12 zzуухха  .  

Приклад: Обчислити довжину вектора AB , якщо  0;1;3 A , 
 4;2;1 В . 

Розв’язання: 

           291694432041231 222222 AB . 
Щоб визначити вектор, треба вказати: 
1) точку, з якої вектор починається (початок); 
2) сторону простору, в яку направлено вектор; 
3) пряму, якій він паралельний; 
4) довжину вектора. 
Вектор, вказаний всіма цими елементами, не буде вільним.  
Озн. Якщо вектор може мати початок у будь-якій точці прямої, на якій він 

лежить, то він буде ковзним.  
Озн. Вектор, початок якого може знаходитись у будь-якій точці простору, 

називається вільним.  
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Як правило, вивчають вільні вектори, як найбільш прості та важливі. 
Озн. Вектори a , b


 рівні, якщо вони паралельні між собою, спрямовані в 

один бік і мають однакову довжину, тобто а b . Якщо ж вони спрямовані в 

протилежні сторони, то а b . 
Озн. Вектори називаються колінеарними, якщо вони лежать на одній 

прямій або на паралельних прямих. 
Ознакою колінеарності двох векторів  zуx aaaa ;;  та  zуx bbbb ;;  є 

пропорційність їх координат: 
z

z

y

y

x

х

b
a

b
a

b
аbа 


|| . 

Приклад: Вектори  1;;2  уaa  та  zbb ;6;3   колінеарні. Знайти 

координати цих векторів. 
Розв’язання: За умовою колінеарності векторів маємо рівність: 

z

y

b
a 1

63
2 





 . Звідси:   4

3
62



уа , а 

3
2

zb . Тобто вектори мають 

координати:  1;4;2 a  та 






 

3
2;6;3b . 

Озн. Сумою векторів a  та b


називається вектор, початок якого збігається з 

початком вектора a , а кінець – з кінцем вектора b


.  

Тобто, щоб одержати суму векторів a  та b


, треба початок першого 

вектора a  з’єднати з кінцем другого b


 і спрямувати утворений вектор bас


  
від початку першого до кінця другого (рис. 2.1.).  

 
Щоб знайти різницю векторів, треба сумістити початок векторів як 

доданків. Тоді вектор, спрямований від кінця другого до початку першого, буде 
різницею векторів. З bас


 bса


 , звідси стає зрозумілим напрямок 

вектора с  (рис. 2.2.). 

а  b


 

bас


  
Рис. 2.1. 
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Приклад: Дано два вектори  3;1;2 а  та  5;4;3b . Знайти вектори 

bас


  та bаd


 . 
Розв’язання:  

bас


  53;41;32   8;3;5 ,  

bаd


  53;41;32   2;5;1  . 
Суму та різницю векторів можна знайти, користуючись діагоналями 

паралелограма (рис. 2.3): 
Вектори АС  і ОВ  рівні, тому вектор ОС  є сумою векторів ОА  і АС , тобто 

bаОС  . Між векторами ОА  і АС за рис.23 є кут α, тому з трикутника ОАС 
за теоремою косинусів маємо:  

соsАСОААСОАОС  2
222

, звідси соsbababа  2
222

 

Отже, cоsbababа  2
22

                                                  (2.1) 

 
З трикутника ОВА маємо за теоремою косинусів: 

  1802
2222

соsbabaВАbа  

Отже,  sіnbababа  2
22

                                                        (2.2) 

Приклад: Вектори a  та b


 утворюють кут 
3
  , а їх довжини відповідно 

дорівнюють 5a , 8b . Знайти суму bа   та різницю векторів bа  . 

 

а  

b


 



Рис. 2.3. 

В 

А О 

С 

а  

b


 

bас


  

Рис. 2.2. 
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Розв’язання: 

 

Маємо: 
3


ОАС , тому для вектора ОС  кут між векторами a  та b


 є 

3
2 . Тоді 

3
2852852 22

22  соscоsbababа  

36,11129406425   


3

852852 22
22  соscоsbababа  

749406425  . 

Озн. Добутком вектора а  на скаляр k є вектор bkа

 , довжина якого 

дорівнює bka  . 

Приклад: Дано два вектора  3;1;2 а  та  5;4;3b . Знайти 

координати вектора bас


 2 . 
Розв’язання: bас


 2   532;412;322  . 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
№2.1. Дано два вектора  2;1;1 а  та  0;4;3b . Знайти координати 

вектора bас
 23  . 

№2.2. Дано три вектора  1;2;3 а ,  4;2;0 b  та  2;1;1 с . 

Знайти координати та довжину вектора сbаd 
 43 . 

№2.3. Дано точки А(5; 0; 2), В(–3; 3; –1), С(1; 2; –3), D(5; –4; 3). Чи можуть вони 
бути вершинами трапеції. 
№2.4. Знайти точку N, з якою збігається кінець вектора a = 4;1;3  , якщо 
його початок збігається з точкою М (1; 2; –3). 
№2.5. Знайдіть координати вектора ADCDABa  2 , якщо  3;1A ,  5;2B , 

 4;3C ,  3;1D . 

а  

b


 

3
  

Рис. 2.4. 

В 

А О 

С 

3
2

а  
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№2.6. Вектори одиничні a  та b


 утворюють кут 
4
  . Знайти суму bа   та 

різницю векторів bа  . 

№2.7. Вектори a  та b


 утворюють кут 
6
  , а їх довжини відповідно 

дорівнюють 2a , 3b . Знайти суму bа   та різницю векторів bа  . 

№2.8. Вектори a  та b


 утворюють кут 120 , а їх довжини відповідно 

дорівнюють a 5b . Знайти суму bа   та різницю векторів bа  . 

№2.9. Дано: 11a , 23b , 30bа . Визначити bа  . 

№2.10. Визначити суму bа   та різницю векторів bа  , якщо bа   і 5a , 

12b . 

Індивідуальне завдання 
1. Обчислити координати та довжину вектора bас

 32  , якщо 
 nnа 2;;0 

 ,  6;4;3  nnnb  

2. Вектори a  та b


 утворюють кут 
3
  , а їх довжини відповідно дорівнюють 

na  , 1 nb . Знайти суму bа   та різницю векторів bа  . 

n – остання цифра номера студента за списком. 
 

§2. Проекція вектора на вісь 
Розглянемо проекцію вектора на вісь (рис. 2.5). Проекція вектора а  на вісь 

Ох є АВ, тобто прх а  = АВ. Вектор а  та його проекція утворюють кут α, тому:  

хх асоsаапр   . 

 
Нехай і  – вектор на осі Ох, для якого 1і . Такий вектор називається оди- 

а  

і  

α 

О В А 
Рис.2.5. 

х 
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ничним  або ортом. Тоді АВ іm  , а значить imапрх  . 

На площині відповідно матимемо (рис. 2.6.): хх асоsаіmапр  1 , 

yх асоsаjmапр  2 , при чому 2cos 1sin 2    (α+β=90º). Тоді вектор 

а  можна розкласти за ортами jаіаа yх  . 

 
 

Аналогічно у просторі матимемо: хх асоsаіmапр  1 , 

yх асоsаjmапр  2 , zz асоsаkmапр  3 . При чому 

2cos  2cos 1cos2  , де 222
zyx aaaа   Тоді вектор а  можна 

розкласти за ортами kаjаіаа zyх  . 

Приклад: Три вектори kjіа 432  , kjіb 65  , kjіc 25   задані 

в базисі векторів kjі ;; . Знайти проекцію вектора cbad 543   у цьому 
базисі. 

Розв’язання: Додамо вектори:  















kjic
kjib

kjia

105255
242044

12963
 cbad 543 kjid 262423  .  

Отже, координати шуканого вектора  26;24;23d . 
ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

№2.11. У ромбі ABCD дано вектори-діагоналі аАC  , bВD  . Розкласти по 
цих векторах усі вектори-сторони ромба: АВ , ВC , CD , DА . 
№2.12. У ромбі ABCD дано вектори-сторони аАВ  , bВС  . Розкласти по цих 
векторах усі вектори: ВD , АC , CD , DА . 

а  

і  

α 

О 

β 

Рис. 2.6. 

х 

у 

j  
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№2.13. Знайти координати вектора 4а , якщо відомі кути  =60 o ;  =45 o ; 
 =60 o , які він утворює з осями координат Ох, Оу, Оz і його довжину. 

№2.14. Знайти координати вектора 8а , якщо відомі кути  =135 o ;  =60 o ; 
 =60 o , які він утворює з осями координат Ох, Оу, Оz і його довжину. 

№2.15. Дано вектори  1;2;2а ,  2;3;6b . Знайти проекцію вектора b  

на вектор а  і проекцію вектора а  на вектор b . 
№2.16. Розкласти вектор  2;3;6b  за ортами. 

№2.17. Дано вектори kjіа  63 , kjіb 54  , kjіc 243  .Обчислити 

 baпр
с

 . 

№2.18. Знайти довжину вектора kjіа 603020  . 
№2.19. Дано вектор  1;2;2а . Знайти проекцію вектора а  на координатні 
осі. 
№2.20. Дано вектор  4;2;5 а  та  2;3;6b . Знайти проекцію 

вектора а  на вектор b  та проекцію вектора b  на вектора а . 
Індивідуальне завдання 

Дано вектор  6;4;3  nnnb . Знайти проекцію вектора b  на 
координатні осі (n – остання цифра номера студента за списком). 
 

§3. Перехід від одного базису до іншого 
Озн. Вектори (більше двох) називаються компланарними, якщо вони 

лежать на одній площині або паралельні цій площині. 
Вектор  321 ;; dddd  задано в базисі векторів kjі ;; . Існує три 

некомпланарних вектори  321 ;; аааa ,  321 ;; bbbb  і  321 ;; cccc , які 

утворюють новий базис. Вектор d  у новому базисі має координати 
 zyxd ;; . 

Для їх знаходження необхідно розв’язати систему: 












3333

2222

1111

dzcybxa
dzcybxa
dzcybха

. 

Тобто, існує матриця переходу 

















333

222

111

cba
cba
cba

A . 
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Приклад: Вектор  2;11;20 d  задано в базисі векторів kjі ;; . Знайти 

координати цього вектора у базисі наступних векторів  5;3;1а , 

 1;2;3 b ,  3;4;5 с . 

Розв’язання: У новому базисі вектор d  матиме координати  zухd ;; . 
Тоді маємо систему:  













235
11423
2053

zyx
zyx
zyx

, яку розв’яжемо методом Крамера: 

 150
315

423
531







 ; 150
312

4211
5320




 x ;  

300
325

4113
5201





 y

; 450
215

1123
2031







 z
. 

Тоді за формулами Крамера: 1
150
150

х , 2
150
300

у , 3
150
450

z . 

Отже, у  новому базисі вектор d  матиме координати  3;2;1d . 
ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

2.21. Вектор  15;13;0 d  задано в базисі векторів kjі ;; . Знайти 

координати цього вектора у базисі наступних векторів  3;1;2а , 

 2;1;1 b ,  3;3;1 с . 

2.22. Вектор  0;3;4d  задано в базисі векторів kjі ;; . Знайти координати 

цього вектора у базисі наступних векторів  3;2;1а ,  2;3;1 b , 

 6;1;2с . 

2.23. Вектор  9;8;6d  задано в базисі векторів kjі ;; . Знайти координати 

цього вектора у базисі наступних векторів  1;2;5а ,  4;1;3b , 

 2;3;6 с . 

2.24. Вектор  8;11;3d  задано в базисі векторів kjі ;; . Знайти координати 

цього вектора у базисі наступних векторів  1;2;1а ,  1;1;1b , 

 2;1;1с . 
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2.25. Вектор  3;9;2d  задано в базисі векторів kjі ;; . Знайти 

координати цього вектора у базисі наступних векторів  2;6;3а , 

 4;2;1b ,  3;1;4 с . 
Індивідуальне завдання 

Вектор  1;1;1d  задано в базисі векторів kjі ;; . Знайти координати цього 

вектора у базисі наступних векторів  5;;1  nnа ,  3;1;1  nnb , 

 3;2;  nnnс  (n – остання цифра номера студента за списком). 
 

§4. Скалярний, векторний та мішаний добутки векторів 
а) Озн. Скалярним добутком векторів a  і b  (позначається a b ) називають 

число, що дорівнює добутку модулів цих векторів на косинус кута між ними 
(рис. 2.7). Нехай задано вектори  321 ;; аааa  і  321 ;; bbbb , тоді: 

zzyyxx bababaсоsbаba                      (2.6.) 

У даному записі соsb   є проекцією вектора b  на вектор a . Звідси 

знаходимо: 
zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa
bababa

ba
baсоs









                                       (2.7.) 

 
Приклад: Обчислити кут між векторами jіа 32   і jіb 45  , де jі,  

одиничні вектори ( 1 jі ), що утворюють базис, тобто кут між ними складає 

90˚. 
Розв’язання:  

    22
12815103532 jjijiijijibа  . 

Відмітимо, що 10
2

 соsiii , аналогічно 10
2

 соsjjj , 

090  соsjіjі . Маємо: 2121011208015110 bа .  

а  

b  

α 

Рис. 2.7. 
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Тоді кут між векторами а  та b  : 








533
2

4113
2

4532
2cos

2222
 .5,105087,0

533
5332     

Приклад: Знайти скалярний добуток векторів  5;4;3а ,  6;4;2b , та 
косинус кута між ними. 

Розв’язання: Скалярний добуток обчислимо згідно формули: 

zzyyxx babababa  , тобто 5230166654423 ba . 

Тоді косинус кута між векторами  а  та b  :  

9827,0
35

713
75

13
5650

52
642543

52cos
222222







 .  

б) Озн. Векторним добутком векторів a  і b  (позначається ba ) називають 
вектор, модуль якого дорівнює добутку модулів цих векторів на синус кута між 
ними, а напрямок у нього такий, що якщо дивитися з кінця вектора на його 
початок, то вектор a  можна перевести в положення вектора b  поворотом проти 
годинникової стрілки (рис 2.8.):  

 
Модуль векторного добутку є площею паралелограма, побудованого на 

векторах a  і b , як на сторонах:  
sіnbabaS                                               (2.8) 

Нехай задано вектори  321 ;; аааa ,  321 ;; bbbb  і  321 ;; cccc , тоді в 
координатній формі векторний добуток можна записати таким чином: 

zzyyxx

zzyyхх

acacac
ababаb

kji
ba


                                         (2.9) 

А формулу площі трикутника можна подати у вигляді: 
baS                                                         (2.10) 

а  

b  

α 

Рис. 2.8. 

bа  
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Для обчислення модуля використовують його властивість: 22 aa  , звідки 
добувають корінь. Застосуємо цю властивість до обчислення модуля 
векторного добутку, ураховуючи, що координати векторів задано 
 321 ;; аааa ,  321 ;; bbbb  і  321 ;; cccc :  


2

ba 





 22

zzxx

zzxx

zzуу

zzуу

acac
abab

acac
abab 2

yyxx

yyxx

acac
abab




, 

2
bаba                                               (2.11) 

Якщо вектори  колінеарні, то 0  і відповідно 0sіn , тому векторний 
добуток дорівнює 0. 

в) Озн. Мішаним добутком векторів (позначається   cbacbа  ) 
називають число, яке дорівнює об’єму паралелепіпеда, побудованого на цих 
векторах.  

Нехай задано вектори  321 ;; аааa ,  321 ;; bbbb  і  321 ;; cccc , то їх 

мішаний добуток дорівнює  
zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

cbacbа                              (2.12) 

Якщо вектори a , b  і c  утворюють базис, то їх мішаний добуток не 
дорівнює нулю. Якщо цей добуток дорівнює нулю, то вектори компланарні. 

Приклад: Задано вектори  3;2;1 a ,  5;3;4 b  і  1;2;3c . 
Обчислити об’єм паралелепіпеда. 

Розв’язання: Ураховуючи означення мішаного добутку, об’єм 

паралелепіпеда дорівнює: 42
123
534

321








zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

cbаV . 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

2.26. Дано вектори  1;2;1 а ,  3;1;1 b ,  8;0;6с . Обчислити a b , 

сa  , аa  , сс  . 

2.27. Обчислити скалярний добуток a b , якщо 1а , 4b , а кут між цими 

векторами дорівнює 
4
 . 
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2.28. Обчислити скалярний добуток a b  і ba 23  , якщо 1а , 2b , а кут 

між векторами а  і b  дорівнює 
3
 . 

2.29. Обчислити скалярний добуток   babа  232 , якщо 2а , 1b , а кут 

між векторами а  і b  дорівнює 
3

2 . 

2.30. Визначити кут між векторами  2;0;2а ,  0;1;1b .  

2.31. Визначити кут між векторами а  і b , якщо kjіа 543  , kjіb 354  . 

2.32. Визначити кут між векторами а9  і b
9
1 ,  2;1;2 а ,  1;1;5 b .  

2.33. Знайти площу трикутника, побудованого на векторах а  і b , якщо вони 
утворюють кут 45˚ і  18bа . 

2.34. Знайти площу паралелограма, побудованого на векторах а  і b , якщо вони 
утворюють кут 60˚ і  32bа . 

2.35. При якому значенні р вектори  2;;1 ра ,  4;3; рb  є взаємно 
перпендикулярними? 

2.36. При якому значенні х вектори qpxm 13  і qpn  2  є взаємно 

перпендикулярними, якщо 2p , 1q , а кут між векторами p  і q  дорівнює 

3
2 ? 

2.37. Знайти гострий кут між діагоналями паралелограма, побудованого на 
векторах  0;2;3а ,  2;2;1 b . 

2.38. Дано вектор  4;3;1а . Знайти колінеарний до нього вектор з початком 
у точці  8;2;1А  і кінцем у точці В, що лежить у площині  хОу. 

2.39. Знайти об’єм  тетраедра з вершинами  3;2;1А ,  4;4;4В , 
 4;6;2С ,  6;3;2D .  

2.40. Знайти об’єм  паралелепіпеда з вершинами  3;2;1А ,  4;0;4 В , 
 4;6;2С ,  2;2;2 D .  
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2.41. Перевірити на компланарність вектори  5;1;1а ,  3;1;1 b , 

 6;2;2 с .   

2.42. Перевірити на компланарність вектори  3;1;1а ,  3;1;1 b , 

 6;2;2 с .  

Індивідуальне завдання 

1. Обчислити об’єм паралелепіпеда, якщо координати його вершин дорівнюють 
 5;;1  nnА ,  3;1;1  nnB ,  3;2;  nnnС ,  4;1;  nnnD . 

2. Перевірити на компланарність вектори  5;;1  nnа ,  3;1;1  nnb , 

 62;2;2  nnс   (n – остання цифра номера студента за списком). 
Запитання до розділу ІІ:  

1. Що таке модуль вектора? 
2. Правила додавання та віднімання векторів. 
3. Які вектори називаються колінеарними та компланарними? 
4. Властивості векторів та дії над ними. Знаходження довжини вектора. 
5. Розкладання вектора на складові. 
6. Базисні вектори. 
7. Проекція вектора на вісь. Що таке одиничний вектор? 
8. Що таке скалярний добуток векторів? 
9. Як знаходиться кут між векторами? 
10. Правило переходу від одного базису до другого. Матриця переходу. 
11. Знаходження скалярного добутку за відомими координатами векторів. 
12. Що таке векторний добуток? 
13. Геометричний зміст модуля векторного добутку. 
14. Що таке мішаний добуток векторів? 

 


