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Вступ 

Методи математичного моделювання задач економічного профілю досить ча-

сто зводяться до розв’язування диференціальних рівнянь та їх систем. Курси та-

ких дисциплін, як «Економетрика», «Дослідження операцій», «Основи теорії ма-

сового обслуговування» великою мірою вміщують в себе вивчення диференціаль-

них рівнянь та систем диференціальних рівнянь як результатів економічних дос-

ліджень. 

Мета вивчення дисципліни − засвоєння студентами базових математичних 

знань, необхідних під час професійної діяльності, формування логічного мислен-

ня та вироблення навичок математичного дослідження прикладних економічних 

задач. У результаті вивчення дисципліни студент повинен: 

 знати: основи вищої математики, що є фундаментом математичної освіти 

спеціалістів економічного профілю; роль та місце математичних методів у 

розв’язуванні низки практичних задач; 

 вміти: формулювати економічну задачу в математичних термінах і знахо-

дити шляхи розв’язку цієї задачі; аналізувати одержані результати і на їх основі 

створювати практичні рекомендації. 

Методичний посібник ставить за мету – допомогти студенту самостійно ово-

лодіти розв’язуванням задач та прикладів з курсу вищої математики. Це визначи-

ло структуру посібника. У ньому подано формули та таблиці, необхідні для 

розв’язку задач, та наводиться достатня кількість детально розібраних задач із 

вказаними методами їх розв’язку, пропонується ряд задач для самостійного 

розв’язання. Серед розв’язаних задач чимало таких, які можна назвати типовими; 

в будь-якому випадку ознайомлення з ними дозволяє студенту за незначної допо-

моги з боку викладача оволодіти основними методами розв’язання задач даного 

типу.  

Як правило, у посібнику наводяться нескладні задачі. Автори свідомо нама-

гаються уникнути задач підвищеної складності, оскільки прагнуть навчити сту-

дента розв’язувати основні задачі, дати деякий мінімум, необхідний для засвоєння 
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студентом вимог вишівської програми курсу вищої математики для економічних 

спеціальностей.  

§1. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ 

1.1. Загальні поняття та означення 

Озн. Диференціальним називається рівняння, що зв’язує між собою незалеж-

ну змінну x , функцію y  та її похідні або диференціали. Найвищий порядок похід-

ної визначає порядок диференціального рівняння. Наприклад, рівняння:  

0),,,,,(  Cyyyyxf                                            (1) 

є диференціальним рівнянням третього порядку. Наявність похідної чи диференці-

ала в диференціальному рівнянні обов’язкова, тоді як змінні x  чи y  можуть бути 

відсутні. Наприклад, рівняння 4y  являє собою диференціальне рівняння друго-

го порядку, не зважаючи на відсутність у ньому змінних x  та y . 

Озн. Розв’язком диференціального рівняння називається функція )(xfy  , 

яка будучи підставленою разом зі своїми похідними у диференціальне рівняння, 

перетворює його у тотожність. 

Приклад 1: розв’язати диференціальне рівняння 22  xy .  

Тоді 
1

2 2)22()22(   Cxxdxxydxxdy .  

Приклад 2: розв’язати диференціальне рівняння .22  xy  

 2
3

1
2

3
222 xxyCxxyxy 21 CxC  . 

Приклад 3: розв’язати диференціальне рівняння .22  xy  

 11
2

3

1
2

3
222 CxCxxyCxxyxy

.
2312 32

2
1

34

CxCxCxxy   

Розв’язки всіх трьох диференціальних рівнянь називаються загальними. У ко-

жному з них число суттєво незалежних сталих збігається з порядком рівняння.  
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Озн. Суттєво незалежними сталими називаються такі сталі, які не виражають-

ся одна через одну.  

Наприклад, якщо розв’язок третього рівняння записати у вигляді: 

,
2312 5432

2
1

34

CCCxCxCxxy   то сталі С3, С4, С5 не належать до суттєво не-

залежних, оскільки CCCC  543 , тоді як С1 і С2 одна через одну не виражаються. 

Озн. Якщо для диференціального рівняння відомі деякі додаткові умови, за 

яких можемо визначити конкретні значення сталих, що задовольняють задані умо-

ви, то такі додаткові умови називаються початковими умовами.  

Приклад: .2)1(;22  yxy  Початкова умова 2)1( y  означає, що функція 

)(xfy   проходить через точку (1; 2). Тоді Cxxy  22 . Накладемо початкову 

умову .12122;1  CCyx  Із загального розв’язку знаходимо час-

тинний розв’язок 122  xxy . За зміни початкових умов змінюється вигляд час-

тинного розв’язку, яких із загального розв’язку можна знайти безліч. 

Як відомо з інтегрального числення, знаходження функції за відомою її похі-

дною проводиться за дією інтегрування, тому розв’язок диференціального рівнян-

ня зводиться до цієї дії. Якщо диференціальне рівняння має вигляд ),(xfy   то 

його загальний розв’язок буде:   Cdxxfy )( . При цьому не має значення, обчи-

слюється цей інтеграл чи ні. 

 

1.2. Диференціальні рівняння I порядку з відокремленими змінними 

Існує декілька видів диференціальних рівнянь першого порядку, які досить 

легко обчислюються. Одним з таких типів є диференціальні рівняння з відокрем-

люваними змінними.  

Озн. Диференціальними рівняннями I порядку з відокремленими змінними 

називають такі диференціальні рівняння, які можна представити у вигляді:      

                                                 уfхfу 21  .                                                       (2) 

Якщо   02 уf , то його можна записати у вигляді:    dxхf
xf

dу
1

2

 .              (3) 
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І тоді говорять, що змінні відокремили. В загальному випадку рівняння (3) є 

частковим випадком рівняння: 0)()( 21  dyyfdxxf . У цьому рівнянні біля дифе-

ренціала dx  відсутня функція, що залежить від y , а біля диференціала dy  відсут-

ня функція, що залежить від .x  Кажуть, що змінні відокремлені. Із властивостей 

невизначеного інтеграла відомо, що мають зміст тільки ті інтеграли, в яких функ-

ція і диференціал мають одну і ту ж змінну. У рівнянні з відокремленими змінни-

ми саме такий випадок, тому такі рівняння розв’язують методом інтегрування:  

   .)()( 21 Cdyyfdxxf  

Приклад: розв’язати рівняння 022  dyydxx . 

  СухСdyуdxх
33

33
22 Cyx 333  . 

Отримали загальний розв’язок рівняння. 

Досить часто для того, щоб отримати рівняння з відокремлюваними змінни-

ми, змінні необхідно відокремити. Наприклад, як у наступному рівнянні: 

0)()()()( 4321  yyfxfyfxf ,                                  (4) 

або у диференціальній формі, як: 

0)()()()( 4321  dyyfxfdxyfxf .                               (5) 

Біля dx , крім функції ),(1 xf  яка цей диференціал задовольняє, знаходиться 

функція )(2 yf , яка цей диференціал не задовольняє, але задовольняє dy . Аналогі-

чно функція )(3 xf  не задовольняє dy , але задовольняє dx . Функції, що не задово-

льняють диференціали, необхідно відокремити, що досягається шляхом ділення 

на всі функції, що не задовольняють диференціали. До них належать )(2 yf  та 

)(3 xf .  

Таким чином, для відокремлення змінних рівняння необхідно поділити на до-

буток )()( 32 xfyf  . Отримаємо:  




 0
)()(

)()()()(

32

4321

xfyf
dyyfxfdxyfxf    

    






 0

)()(
)()(

32

43

32

21

xfyf
dyyfxf

xfyf
dxyfxf   

 
  0

)(
)(

2

4

3

1 
yf
dyyf

xf
xf . 
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Змінні відокремлені, тому можемо рівняння інтегрувати: 

  .
)(
)(

)(
)(

2

4

3

1 Cdy
yf
yfdx

xf
xf  

Приклад: розв’язати диференціальне рівняння .0 xdyydx  

 Cyx
y

dy
x

dx
xy

xdyydx lnlnln00 CxyCxy  lnln  – загальний 

розв’язок рівняння. 

 

1.3. Однорідні диференціальні рівняння 

Озн. Однорідним називається таке рівняння, в якому множення кожної неві-

домої на величину t  призводить до множення всього рівняння на величину .nt  

При цьому число n  вказує на порядок однорідності цього рівняння.  

Наприклад, рівняння 065 22  xxyy  буде однорідним, бо множення кожної 

невідомої на t  дає 0)(6))((5)( 22  txtytxty . Звідси:  

0)65(065 2222222  xxyytxttytxyt . 

Рівняння помножене на 2t , тому воно має другий порядок однорідності. 

Розв’язується таке рівняння заміною txy   (тобто 
x
yt  , де 0x ).  

Отже, маємо:  065065 22222 xxtxxtxxyy  










0

065
0)65(065

2
222222

x
tt

ttxxtxxt  

 0652 tt  16 21 tt xyxy  6 . 

Озн. Однорідним диференціальним рівнянням називають диференціальне 

рівняння, яке можна записати у вигляді:  









x
yfy ,                                                      (9) 
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або 0),(),( 21  dyyxfdxyxf , де ),(1 yxf  і ),(2 yxf  − однорідні функції,  що мають 

порядок  однорідності n . У цьому випадку можемо легко перейти до виду 









x
yfy . Якщо у кожній із функцій винести множник nx , то вони запишуться:  









x
yFxyxf n

11 ),(  і 







x
yFxyxf n

22 ),( . 

Тоді: 


































 00 2121 dy

x
yFdx

x
yFxdy

x
yFxdx

x
yFx nnn  



































 y

x
yF

dx
dy

x
yF

x
yFdy

x
yFdx

x
yF 22121 00 






 01 x

yF


























x
yf

x
yF

x
yF

y
2

1









x
yfy . 

Диференціальне однорідне рівняння, як і звичайне однорідне, розв’язується 

заміною  tху  . Підставимо заміну в рівняння:  

  





 ttfxdxtttfxttftxttfxtxt

x
yfy )()()(

       Cx
ttf

dt
x

dx
ttf

dtdxttfxdt lnln 





  . 

Якщо позначити ),(
)(

tF
ttf

dt


  то .lnln)( Cx
x
yFCxtF 





  

Отримали розв’язок однорідного диференціального рівняння в загальному 

вигляді. 

Приклад: розв’язати диференціальне рівняння: tgх
х
уу  . 

Дане рівняння є однорідним, тому скористаємося заміною xuy  , тоді 

похідна uxuу  . Підставимо покладену заміну у задане рівняння: 


x

xutg
x

xuuxu   

 tguuuxu  

 tguux tgu
dx
dux  . 
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Помножимо дане рівняння на ctgudx , тоді отримане рівняння 
x

dxctgudu   – 

рівняння є диференціальним з відокремлюваними змінними. 

Інтегруючи обидві частини рівняння, одержимо: 

Cxsіnu lnlnln  ; 

Cxsіnu lnln  ; 

 Схsіnи  Схаrcsіnи  . 

Оскільки xuy  , то  Сххаrcsіnу   – загальний розв’язок рівняння. 

 

1.4. Лінійні диференціальні  рівняння з правою частиною 

Озн. Лінійним диференціальним рівнянням називається таке рівняння, в яко-

му величини y  та y  знаходяться в першому степені і не перемножуються між 

собою. Загальний вигляд таких рівнянь:  

).()( xqyxpy                                                  (6) 

Наявність правої частини позбавляє можливості відокремити змінні. У дифе-

ренціальній формі рівняння буде:  

dxxqydxxpdy )()(  . 

Під час ділення на ,y яке знаходиться біля ,dx  отримаємо:  

dx
y
xqdxxp

y
dy )()(  . 

У правій частині відокремлення відсутнє. Це тому, що справа присутня фун-

кція ),(xq  яка в попередніх типах рівнянь була відсутня (права частина рівняння 

дорівнювала нулю). 

Існує декілька способів розв’язування лінійних рівнянь з правою частиною. 

За методом Бернуллі позначимо ,uvy   з яких одну (u  або v ) можемо вибрати 

наперед. Наприклад, функцію xy sin  можемо виразити через наперед задану 

функцію xy ln  таким чином: .
ln
sinlnsin

x
xxx    
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Отже, в рівнянні )()( xqyxpy   зробимо заміну ,uvy   причому виберемо v  

наперед (функцію v  необхідно вибрати такою, щоб вона полегшила розв’язування 

рівняння). Для спрощення запису рівняння замість )(xp  будемо писати ,p  а за-

мість )(xq  відповідно .q  Тоді:  

 qpuvvuvuqpxy qpvvuvu  )( . 

Виберемо v  такою, щоб вираз в дужках дорівнював нулю, тобто: 0 pvv . 

Після підстановки в рівняння отримаємо:  uvu 0 qvuq  . 

Таким чином, отримали два рівняння:  

qvupvv  ;0 . 

Розв’язуємо перше рівняння і знаходимо значення ,v  яке підставляємо в дру-

ге рівняння і знаходимо u . Завдяки можливості вибору функції v , виберемо з них 

ту, у якої стала, що з’являється під час обчислення невизначеного інтеграла, дорі-

внює нулю. Шляхом інтегрування знаходимо функцію ,u  після чого знаходимо 

.uvy   Досить зручно з обох знайдених рівнянь скласти систему:  








0
0

vu
pvv

.                                                           (7) 

Приклад: розв’язати диференціальне рівняння: хуу  2 . 

Дане рівняння є лінійним, оскільки у  і у  в однаковому степені (першому), 

тому скористаємося заміною uvy   і vuvuy  . Тоді: 

xuvvuvu  2 , 

  vuxuuv  2 , 








,0
,02

vux
uu

 

Розв’яжемо окремо перше рівняння системи: 

02  uu , 

02  u
dx
du , 

u
dx
 , 
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02  dx
u
du , 

02   dx
u
du , 

xeuxu 202ln  . 

Отриманий вираз підставимо в друге рівняння системи: 

00 2   vexvux x , 

02  

dx
dvex x , xe

dx
2 , 

02  dvdxxe x , 

02   dvdxxe x . 

Обчислимо частинами перший інтеграл:  

 


 dxxexe

vedxdu
dxedvxu

dxxe
x

x

x

x

222

22
2

2

2  
2

2 xxe Ce x


4

2

. 

Тоді, 
2

2 xxe vCe x


4

2

. 

Із поставленої умови:  uvy 

2
(

2
2

x
x xee )

4

2

Ce x

 
2
x

xe
C

24
1
  – загальний 

розв’язок диференціального рівняння. 

 

1.5. Узагальнене диференціальне лінійне рівняння Бернуллі 

Озн. Узагальненим диференціальним лінійним рівнянням Бернуллі назива-

ється рівняння виду:  

.)()( nyxqyxpy                                                 (8) 

Якщо ,0n  то отримаємо лінійне рівняння, розглянуте у попередньому пун-

кті. Узагальнене рівняння також розв’язується заміною .uvy   Функції )(xp  та 

)(xq  позначатимемо p  та q . Тоді:  
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 )()( pvvuvuuvqpuvvuvuqypyy nn nn vqu









nn vquvu
pvv 0








1

0
nnvquu

pvv
. 

Знайдене з першого рівняння значення v  підставляємо у друге рівняння і 

знаходимо спочатку значення ,u  а потім .u  

Приклад: розв’язати диференціальне рівняння 22 yx
x
yy   за початкової 

умови: 1)1( y .  

Введемо заміну uvy   і розглянемо систему рівнянь 








 .0
222 vuxvu

x
vv  

Розв’яжемо перше рівняння:  000 dx
x
vdvdx

x
vdxv

x
vv  

.lnln xvxv
x

dx
v
dv

   

Підставимо отримане значення v  у друге рівняння:  

 dxx
u
dudxuxduxdxuxdxuvuxuvuxvu 3

2
232222222   

4
1

41

4
3

2

4
4

4
4

1
xC

u
Cx

uCx
u

dxx
u
du





  . 

Тоді: 


 4

4
xC

xuvy 4

4
xC

x


. 

Накладемо початкову умову: якщо ,1x  то .1y  Тоді: 51
1

4



С

C
. Пі-

дставимо отримане значення С у загальний розв’язок рівняння і отримаємо част-

ковий розв’язок: 45
4

x
xу


 . 

 

1.6. Рівняння у повних диференціалах 

Для функції двох змінних ),( yxfz   повний диференціал є виразом 

dy
y
zdx

x
zdz








 , де частинні похідні − деякі функції від змінних x  та y , тобто 
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),( yxP
x
z 

  і ),( yxQ

y
z



 , а мішані похідні другого порядку 

yx
z


2

 і 
xy
z


 2

 рівні 

між собою. Тому: 
x
Q

y
P






 . 

Досить часто зустрічаються рівняння I порядку у вигляді:  

0),(),( 21  dyyxfdxyxf                                         (10) 

Озн. Якщо функції ),(1 yxf  і ),(2 yxf  такі, що 
x

yxf
y

yxf






 ),(),( 21 , то ці функції є 

частинними похідними, а саме диференціальне рівняння називається рівнянням у 

повних диференціалах, в якому 0dz  (тоді )Cz  .  

Якщо ),(1 yxf  є частинною похідною 
x

yxF


 ),(1 , в якій y  виконує роль сталої, 

то  


 )(),(),(),(
11

1 yCyxFdxyxfdx
x

yxF . 

Функція )( yC  грає роль сталої. Отримана функція виконує роль розв’язку рі-

вняння, але функція )(yC  невідома. Разом з тим ),(2 yxf  – частинна похідна 

y
yxF


 ),(1 , тому похідна від отриманого розв’язку:  

),()(),(),())(),(( 2
1

21 yxf
y
yC

y
yxFyxfyCyxF

y












 .  

Звідси:  









 dy

y
yxFyxfyC

y
yxFyxf

y
yC )),(),(()(),(),()( 1

2
1

2 .  

Оскільки 0dz , то отриманий розв’язок )(),(1 yCyxF   необхідно прирівняти 

деякій сталій, тому 11 )(),( CyCyxF   буде розв’язком диференціального рівнян-

ня. 

Приклад 1: розв’язати рівняння 0)4()( 232  dyyxdxyx . 

Перевіряємо наявність повного диференціала: 

2232 3)4(;1)( xyx
x

yx
y







 . Але 13 2 x , тому це рівняння не буде рів-

нянням у повних диференціалах. 
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Приклад 2: розв’язати рівняння 0)13(2 223  dyyxdxxy . 

Перевіряємо умову 22223 2332)13()2( yxyxyx
x

xy
y







 . 

Отже, це є рівняння у повних диференціалах. Тому: 

 dxxy32  )(2 323 yCyxxdxy   . 

Отримана функція така, що частинна похідна по змінній y  є 13 22 yx , тому: 



 13)(313))(( 22222232 yxyCyxyxyCyx
y

 1)( yC .)( yyC    

Отже, загальний розв’язок рівняння буде:  

Cyyx 32 . 

Зауваження: замість 
y
yC


 )(  записали )( yC , тому що у функції )( yC  відсутня 

змінна x . 

 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

Знайти загальний розв’язок диференціальних рівнянь з відокремлюваними 

змінними:  

1. хеу 2 ; 2. хsіnу 5 ; 

3. 
4

1
2 


х

у ; 4. 
хsіn

у
2

1
2 ; 

5. 22 у
dу

х
dх

  6. ухеу   

7. 3 25 уху  ; 8. 4 хууу  ; 

9. хуух 23  ; 10. 23 уух  ; 

11. 2ууху  ; 12. 5 23 ухуу  ; 

13. 3 2хууу   14. хуух 43   

15. 4 3 ухуу  ; 16. 3 8 уху  ; 

17. 011 22  dухуdхух ; 18. 21 хуху  ; 
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19. уху  210 ; 20.  сtgхуу 12  . 

 

 

 

Розв’язати однорідні диференціальні рівняння: 

21.     0 dуухdхух ; 22. уdууdухdх  ; 

23.   dухdхухух 222  ; 24. 22 хууух  ; 

25. 
х
ууух ln ; 26. 22

2


х
уу ; 

27. 22

2
ух

хуу


 ; 28. 
у
х

х
уу  ; 

29. 22 хууух  ; 30. ухууху  22 . 

 

Розв’язати лінійні диференціальні рівняння: 

31. 
2

2 ххехуу  ; 32. ууух ln ; 

33. 422 хуух  ; 34.   ухух 2412  ; 

35. хуу  ; 36.   0 хdуdуеху х ; 

37. 012  хуух ; 38.  хсosхуху  ; 

39.   xухху ln12  ; 40. хеуу  . 

 

Розв’язати узагальнені диференціальні рівняння Бернуллі: 

41. 2хууху  ; 42. 3322 уххуу  ; 

43. ххуух ln2 ; 44.   dxdууху  32 ; 

45.   yуxyx ln2 ; 46. 322 уххуу  ; 

47. 235 ухуху  ; 1)1( y ; 48. 2443 ухуху  ; 1)1( y ;  

49.   dxdууху  42 ; 1)1( y ; 50. ххуух ln ; 1)( еy . 

 

Розв’язати диференціальні рівняння у повних диференціалах: 
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51.   0222  xydydxyx ; 52.     03343 2  dyyxdxxy ; 

53.     0528 32  dyyxydxxy ; 54.   0 xyy yeeyxe ; 

55.     011 2222  ydyyxdxyxx ; 

ІНДИВІДУАЛЬНІ ЗАВДАННЯ 

Розв’язати диференціальні рівняння:  

а) уn

n

e
ху 32 

 ; б) 2 nn уух ; 

в)     0 dуухdхух nnnn ; г) nхе
n
yу  ; 

д) nn yx
x
yy  ; е) 0)(2 12   dynynxdxxy nn . 

де n – номер студента за списком. 

 

ПИТАННЯ ДЛЯ САМОПЕРЕВІРКИ 

1. Які рівняння називаються диференціальними? 

2. Як визначається порядок диференціального рівняння? 

3. Що називається розв’язком диференціального рівняння? 

4. Що таке суттєво незалежні сталі? 

5. Що таке частинний та загальний розв’язок диференціального рівняння? 

6. Яке рівняння називається рівнянням з відокремленими змінними? 

7. Що таке рівняння зі змінними, що відокремлюються? 

8. Яке правило відокремлення змінних? 

9. Що таке лінійне рівняння I порядку з правою частиною? 

10. У чому полягає метод Бернуллі? 

11. До яких рівнянь застосовують метод Бернуллі? 

12. Яке рівняння називається однорідним? 

13. Що таке рівняння в повних диференціалах? 
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§ 2. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ ДРУГОГО ПОРЯДКУ 

2.1. Диференціальні рівняння II порядку з явно відсутнім у 
 

Загальний вигляд рівнянь II порядку:  

0),,,(  yyyxf .                                             (11) 

Як було показано, рівняння другого порядку вміщує дві суттєві сталі. Деякі з 

рівнянь допускають зниження порядку, в результаті якого отримуємо рівняння 

першого порядку. 

Озн. Диференціальним рівняння з явно відсутнім у називають рівняння виду:  

0),,(  yyxf .                                                 (12) 

Якщо ввести заміну ,zy   то після повторного диференціювання отримає-

мо: ,zy   тому рівняння буде мати вигляд 0),,( zzxf , яке розв’язується як рі-

вняння першого порядку. 

Приклад: розв’язати рівняння xtgxyy cos . Знайти частинний 

розв’язок, який відповідає початковим умовам: 1)0( y , 0)0( y . 

У рівнянні відсутнє y , тому вводимо заміну zyzy  . Підставляючи в 

рівняння, отримаємо: 

.cos xtgxzz   

Маємо лінійне диференціальне рівняння I порядку, яке розв’язується заміною 

.uvz   Після підстановки отримаємо систему рівнянь: 








.cos
,0

xvu
tgx

 

Перше з отриманих рівнянь розв’язуємо як рівняння з відокремленими змін-

ними:  

   vdxtgx
v

dvdxtgx
v

dvdxtgxvdv ln00  

  





 tv
t

dtv
dtxdx

tx
x

dxx lnlnln
sin
cos

cos
sin xvtv cos . 

Розв’язуємо друге рівняння системи:  
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11coscoscos Cxuuxxuxvu  .  

Тоді: zuvz  .cos)(cos)( 11 xCxyxCx    

Накладемо початкову умову:  

.0100cos)0(00)0( 111  CCCy   

Отже, частинний розв’язок рівняння першого порядку буде:  

xxy cos . 

Розв’яжемо це рівняння:  

 dydxxxdyxxy coscos .cos  dxxx   

Підінтегральна сума є добутком функцій, не зв’язаних між собою через похі-

дну, тому потрібно застосувати формулу інтегрування «частинами»:  

   vduuvudv 



  xvdudx

dvdxxux
dxxxy

sin;
cos;

cos   xdxxx sinsin   

Cxxx  cossin . 

У результаті отримали розв’язок рівняння другого порядку у вигляді:  

.cossin Cxxxy   

Накладемо початкову умову:  

0110cos0sin011)0(  CCCy .  

Звідси частинний розв’язок рівняння буде:  

.cossin xxxy   

2.2. Диференціальні рівняння II порядку з явно відсутнім х 

Озн. Диференціальним рівняння з явно відсутнім х називають рівняння виду:  

.0),,(  yyyf                                                   (13) 

Дані рівняння розв’язують за допомогою введення заміни  )( yzy  

.
dy
dzz

dy
dzyy

dy
dz

dx
dy

dy
dz

dx
dzy    

Тоді 0),,( 
dy
dzzzyf  є диференціальним рівнянням першого порядку. 

Приклад: розв’язати рівняння 2)( yyy  . 
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У рівнянні явно відсутнє х, тому вводимо заміну 
dy
dzzyzy  .  

Отримаємо: 0)(2  z
dy
dzyzz

dy
dzyz . 

Звідси переходимо до системи:  


























 














y
dy

z
dz

z

y
dy

z
dz

z

zdyydz
z

z
dy
dzy
z 0000









Cyz

z
lnlnln

0   










уCz

z

1

0









уCу
y

1

0








хСеCу
Cy

1
2

0 . 

Отримали загальний розв’язок рівняння другого порядку. 

 

2.3. Лінійні диференціальні рівняння II порядку 

Озн. Неоднорідним диференціальним рівнянням ІІ порядку називають дифе-

ренціальне рівняння виду:  

),()()( xfyxqyxpy                                            (14) 

де ),(xp  ),(xq  )(xf  − деякі функції від аргумента x .  

У вказаному рівнянні функція y  та її похідні y  та y   знаходяться в першому 

степені і не перемножуються між собою.  

Озн. Однорідним диференціальним рівнянням ІІ порядку називають дифере-

нціальне рівняння виду: 

0)()(  yxqyxpy .                                       (15) 

Тобто, якщо у рівнянні (14) ,0)( xf  то отримаємо лінійне однорідне дифе-

ренціальне рівняння. 

З усіх лінійних рівнянь другого порядку будемо вивчати такі, в яких функції 

)(xp  та )(xq  замінені числами p  і .q  Отже, будемо вивчати однорідні рівняння 

виду:  

0 qyypy                                               (16) 

та неоднорідні рівняння виду:  
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y  ).(xfqyyp                                            (17) 

Такі рівняння називаються лінійними диференціальними рівняннями зі ста-

лими коефіцієнтами.  

Теореми про розв’язки однорідних рівнянь 

1. Якщо 1y  – деякий розв’язок рівняння (16), то 1Cyy   також буде його 

розв’язком.  

Для перевірки підставимо 1Cyy   в рівняння (16), враховуючи, що 

11, yCyyCy  . Тоді:   11 yCpyC .01 Cqy  

Винесемо сталу С як множник і отримаємо:  11( ypyC 0)1 qy , звідки 

,0C  а 0111  qyypy  тотожно (адже 1y  є розв’язком). 

2.  Якщо 1y  та 2y  − деякі розв’язки, то 21 yyy   також є розв’язком. Врахо-

вуємо, що 21 yyy   і 21 yyy  . 

Тоді:  

21 yy   )(0)()( 1112121 qyypyyyqyyp 0)( 222  qyypy , 

де вирази в дужках тотожно дорівнюють нулю. 

3. Якщо 1y  і 2y  є деякими розв’язками, то: 2211 yCyCy   утворює загальний 

розв’язок рівняння (1), в якому 1C  і 2C  − суттєві сталі (див. §1). Підставимо цей 

загальний розв’язок у рівняння (16): 

 0)()( 221122112211 yCyCqyCyCpyCyC  

,0)()( 22221111  qyypyCqyypyC  де вирази у дужках тотожно дорівню-

ють нулю. 

З останньої теореми робимо важливий висновок: якби нам вдалося якимось 

чином знайти розв’язки 1y  та 2y , то без будь-якого інтегрування могли б відразу 

записати загальний розв’язок рівняння (16). 

 

2.4. Розв’язок однорідного рівняння 

Уважно розглядаючи рівняння (16), розуміємо, що розв’язком його не можуть 

бути степеневі, тригонометричні, логарифмічні, обернені тригонометричні функ-
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ції. Самі функції та їх перша і друга похідні сильно відрізняються між собою (для 

2

11ln
x

y
x

yxy  ), що у разі їх підстановки в (16) не дає можливості 

отримати тотожність (згадуємо, що розв'язок завжди перетворює рівняння в тото-

жність). Практично залишаються одні показникові функції, похідні яких подібні і 

самій функції, і між собою. Отже, спробуємо знайти деякий розв’язок рівняння 

(16) серед функцій типу kxey  . Тоді kxkx ekykey 2,  . Підставляючи в (16), 

отримаємо: 

 kxek 2 kxpke 0)(0 2  qpkkeqe kxkx . 

Оскільки 0kxe , то:  

 02  qpkk .           (18) 

Отримане рівняння називають характеристичним. 

У розв’язку kxey   число k  мусить бути таким, щоб задовольняло характе-

ристичне рівняння. 

Відомо, що залежно від дискримінанта можуть бути три випадки: 

а) дискримінант ,0D  існує два різних корені 1k  і 2k ; 

б) ,0D  обидва корені дійсні й рівні (так званий двократний корінь); 

в) ,0D  дійсні корені відсутні. Але якщо уявити, що існує квадратний корінь 

з від’ємного числа (так званий «уявний корінь»), то отримаємо два корені рівнян-

ня. 

Загальний розв’язок однорідного рівняння залежить від дискримінанта, а то-

му під час розв’язування рівняння (16) необхідно скласти і розв’язати характерис-

тичне рівняння. 

2.4.1. Випадок різних дійсних коренів 

Розв’язком характеристичного рівняння є два числа 1k  і 2k . Це означає, що 

існують два числа, за допомогою яких знаходимо розв’язки: xkey 1
1   і xkey 2

2  . 

Тоді: xkxk eCeCyCyCy 21
212211  . 
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Висновок. Якщо коренями характеристичного рівняння є числа 1k  і 2k , то 

розв’язок однорідного лінійного диференціального рівняння другого порядку не-

обхідно шукати у вигляді: 
xkxk eCeCy 21

21   .                                                      (19) 
 

Приклад: розв’язати рівняння 0127  yyy . 

Складаємо та розв’яжемо характеристичне рівняння: 









4
3

0)3()4(0127
2

12

k
k

kkkk  .  Тоді 






х

х

еy
еy

4
2

3
1 .4

2
3

1
xx eCeCy   

Розв’язане диференціальне рівняння не вміщує x , тому його можна 

розв’язувати методом зниження порядку (див.§3, п.2), але це набагато складніше. 

2.4.2. Випадок дійсних рівних коренів 

Якщо дискримінант характеристичного рівняння дорівнює нулю, то корені 

цього рівняння будуть ,21 kkk   тому: 






kх

kх

еСy
еСy

22

11   kxkx eCeCy 21  

kxkx CeeCC  )( 21 . 

Отже, отримали не загальний розв’язок з двома суттєво незалежними стали-

ми, а один частковий. Необхідно знайти другий корінь. Уявимо, що нам вдалося 

незначно змінити числа p  і q  так, що розв’язками характеристичного рівняння 

стали числа kk 1 ; kkk 2  (метод Л. Ейлера). За теоремою Вієта:  

pkk  21  і .21 qkk   

Тоді:  ykkyykkykky )2(0)( 2121 ,0)(  kkk  яке необхідно 

розв’язати. Часткові розв’язки цього рівняння:  






 хkk

kх

еy
еy

2

1 . 

Згідно з теоремою про розв’язки (§4)  23 yy 1y  також буде розв’язком ди-

ференціального рівняння, тобто: 3y )1(3
)(   kxkxkxxkk eeyee  − розв’язок. 

Крім того, 
k

y


3  також буде розв’язком рівняння, тобто 
k

yy


 3
4 . Розглянемо 

граничний перехід:  
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 k

yy
kk
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040
limlim kx

kx
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kx
kxkx

k
xe

k
ee

k
ee







 





 00
lim)1(lim  (друга визначна границя).  

Отже, kxxey 4  також буде розв’язком рівняння. Враховуючи, що kxey 1 , за-

гальний розв’язок буде мати вигляд:  
kxkx xeCeCyCyCy 214211  . 

Висновок. Якщо корені характеристичного рівняння − однакові числа, тобто 

,21 kkk   то розв’язок лінійного однорідного диференціального рівняння II по-

рядку необхідно шукати у вигляді: 
kxkx xeCeCy 21  .                                                 (20) 

Приклад: розв’язати рівняння 03612  yyy . 

Складемо та розв’яжемо характеристичне рівняння: 

60)6(03612 21
22  kkkkk . 

Корені характеристичного рівняння однакові, тому: 








х

х

еy
еy

6
2

6
1 .6

2
6

1
xx xeCeCy   

2.4.3. Випадок уявних коренів 

Серед дійсних чисел відсутнє число a, для якого .02 a  Якщо деяке від’ємне 

число a  записати: ,11 2baa   де ,02 b  то  21 ba  

1 b . Якщо уявити, що існує таке число (якого серед дійсних чисел насправді 

немає), квадрат якого дорівнює 1 , то 1  буде добуватись. Позначимо це число 

буквою i  (від лат. «imaginaries»− уявний). Тоді .112 iiii   

Якщо розв’язок характеристичного рівняння буде: Dak  , тобто ,biak   

де a  − дійсне число, а bi  − уявне, то bia  називається комплексним числом.                          

Запис bia   називається алгебраїчною формою комплексного числа. Крім того 

існує його показникова форма у вигляді xie  та тригонометрична форма у вигляді 

xix sincos  . Одне й те ж число може записуватись у будь-якій із форм. Напри-

клад:  
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xixe xi sincos  , xixe xi sincos   (формули Л.Ейлера), звідки: 

2
cos

xixi eex


 , 
i
eex

xixi

2
sin


 . 

Якщо у формулі Л.Ейлера замінити x  на nx , то отримаємо відому формулу 

 Муавра: nxinxenxi sincos  . 

Відмітимо, що )sin(cos  irbia  . 

За формулами Ейлера знаходяться такі співвідношення: 

ieieee iiii   22 ;;1;12   та інші. 

Якщо характеристичне рівняння має два різних комплексних корені у вигля-

ді: biakbiak  21 ; , то   bxaxxbiabxiaxxbia eeeyeeey )(
2

)(
1 ;  

  bxiaxbxiaxbxiax eCeeeCeeCy 121 ( ).2
bxieC   Використовуємо формулу Муавра:  

,sincos bxibxebxi    bxe bxi cos bxisin .  

Тоді:  

 bxCCebxibxCbxibxCey axax cos)(())sin(cos)sin(cos( 2121  

 bxCebxCCi ax cos()sin)( 321 )sin4 bxC .  

Числа 1C  і 2C  − довільні і можуть бути дійсними чи комплексними, тому 

213 CCC   і )( 214 CCiC   − можуть бути дійсними числами. Наприклад, як-

що ,3;3 21 iCiC   то  iiCC 3321 6  (дійсне число) і 

 22)2()33()( 2
21 iiiiiiCCi 2)1(   − також дійсне число. Як 

завжди, позначимо довільні сталі через 1C  і 2C  і отримаємо загальний розв’язок у 

вигляді: ).sincos( 21 bxCbxCeax   

Висновок. Якщо корені характеристичного рівняння − комплексні числа, що 

мають вигляд biak  , то розв’язок лінійного однорідного диференціального 

рівняння II порядку шукають у вигляді:  

).sincos( 21 bxCbxCey ax                                       (21) 

Приклад: розв’язати рівняння .0404  yyy  

Складемо та розв’яжемо характеристичне рівняння:  04042 kk  

ik 62  . Отже, 2a , 6b . Тоді:  
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).sin6cos( 21
2 bxCxCey x   

Як підсумок параграфа можемо навести алгоритм розв’язування лінійних од-

норідних диференціальних рівнянь II порядку: 

1. Необхідно скласти характеристичне рівняння.  

2. Знайти корені характеристичного рівняння 1k  і 2k .  

3. Якщо корені дійсні й різні, то розв’язок xkxk eCeCy 21

21  . 

4. Якщо корені дійсні й рівні, то розв’язок kxkx xeCeCy 21  . 

5. Якщо корені комплексні, тобто ,biak   то розв’язок   

)sincos( bxCbxCey ax  . 

 

2.5. Загальний розв’язок неоднорідного рівняння 

Розглянемо неоднорідне рівняння )(xfqyypy  , яке відрізняється від 

однорідного наявністю правої частини у вигляді будь-якої функції. Нехай функція 

ny  є деякий частинний розв’язок вказаного рівняння.  

Тоді nyyy  0  є його загальним розв'язком рівняння, в якому 0y  − розв’язок 

однорідного рівняння (16). 

Підставимо nyyy  0  у рівняння (17), враховуючи, що nyyy  0  і 

nyyy  0 .  

Тоді:  )()()()( 000000 qyypyxfyyqyypyy nnn  )( nnn qyypy  

).(xf  

Але 0000  qyypy , ( 0y  − розв’язок однорідного рівняння), а частинний 

розв’язок неоднорідного рівняння   nn ypy )(xfqyn  . В 0y  входить дві суттєво 

незалежних сталих, тому nyyy  0  є загальним розв’язком неоднорідного рів-

няння. 

Якщо рівняння має вигляд:  

)()( 21 xfxfqyypy  ,                                   (22) 

то nу  шукають у вигляді 
21 nn yy  , де 

1ny  − частинний ’язок рівняння:  
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y  )(1 xfqyyp  ,                                           (23) 

а 
2ny  − частинний розв'язок рівняння  

 ypy  qy )(2 xf .                                        (24) 

Інакше кажучи, для того, щоб розв’язати рівняння (22), необхідно розв’язати 

рівняння (23) і (24), з яких знайти розв’язки:  

 01 yy
1ny   і  

202 nyyy  , 

після чого записати загальний розв’язок рівняння (21) за допомогою принципу 

накладання у вигляді: 
210 nn yyyy   . 

Розглянемо правила знаходження ny  для деяких функцій ).(xf  

2.5.1. )(xf  − многочлен виду )(xPn  

Якщо права частина неоднорідного рівняння є многочленом виду: 

01
1

1 ...)( AxAxAxAxP n
n

n
nn  

 , 

то частинний розв’язок ny  шукають у вигляді: 

а) ),(xQy nn   якщо ,0q  тобто 01...)( axaxaxQ n
nn  ; 

б) )(xQxy nn  , якщо ;0;0  pq  

в) ),(2 xQxy nn   якщо .0 qp  

Приклад 1: розв’язати рівняння .2511353512 2  xxyyy  

Складемо та розв’яжемо характеристичне рівняння  035122 kk  

 )7()5( kk xx eCeCykk 7
2

5
1021 7;50  .  

У рівнянні q ,035  тому частинний розв’язок шукаємо у вигляді многочлена 

другого степеня (права частина рівняння − також многочлен другого степеня). 

Отже, cbxaxyn  2  є розв’язком, який перетворює диференціальне рівняння в 

тотожність. Знаходимо похідні y  та y  , які разом з y  підставимо в рівняння:  

 251135)(35)2(1222;2 22 xxcbxaxbaxaaybaxy  

 22 35)35122()3524(35 xcbaxbaax 2511 x .  

Многочлени тотожно рівні, якщо рівні коефіцієнти за невідомих з рівними 

степенями, тому: 
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1
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2535122
113524
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xxy

c
b
a

cba
ba

a

n . 

У результаті загальний розв’язок диференціального рівняння буде:  

127
2

5
1  xxeCeCy xx . 

Приклад 2: розв’язати рівняння .58217 2  xxyy  

Характеристичне рівняння: ;00)7(072  kkkkk  

.7 7
210

7
2

0
10

xxx eCCyeCeCyk   У рівнянні ,0q  тому частинний 

розв’язок шукаємо у вигляді: )( 2 cbxaxxyn  . 

Тоді: baxycbxaxycxbxaxy nnn 2623 223  . Підставимо в 

рівняння:  5821)23(726 22 xxcbxaxbax  

 5821)72()146(21 22 xxcbxbaax  

xxxy
c
b
a

cb
ba

a

n 
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1
1
1

572
8146

2121
. 

 Загальний розв’язок буде: xxxeCCy x  237
21 . 

2.5.2. )(xf  – показникова функція виду mxAe  

Частинний розв’язок шукають у вигляді: 

а) ,mx
n aey   якщо m  − не корінь характеристичного рівняння; 

б) ,mx
n axey   якщо m  − один з коренів характеристичного рівняння; 

в) ,2 mx
n eaxy   якщо m  двократний корінь характеристичного рівняння. 

Приклад 1: розв’язати рівняння .63512 4xeyyy   

Характеристичне рівняння має корені: .7;5 21  kk  Тоді: 0y .7
2

5
1

xx eCeC   

Показник степеня 4m  не збігається ні з одним коренем, тому: 

n
x

n yaey  4 .164 44 x
n

x aeyae   

Підставляємо в рівняння і отримаємо:  

 26363541216 444444 aeaeeaeaeae xxxxxx  .2 4 x
n ey    
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Загальний розв’язок рівняння: .2 47
2

5
1

xxx eeCeCy   

Приклад 2: розв’язати рівняння .8168 4 xeyyy   

Характеристичне рівняння 40)4(0168 22  kkkk . Розв’язок од-

норідного рівняння: .4
2

4
10

xx xeCeCy    

Двократний корінь однорідного рівняння збігаєтья зі степенем показникової 

функції диференціального рівняння, тому:  

 xxx
n

x
n exxaeaxaxeyeaxy 4242442 )2(242  

 xx
n exxaexay 424 )2(8)41(2 )881(2 24 xxae x  . 

Внаслідок підстановки в рівняння отримаємо:  

 xxxx eeaxxxaexxae 4422424 816)2(16)881(2  

 48)8168881(2 42224 aexxxxxae xx  

.44 44
2

4
1

4 xxxx
n exeCeCyey   

2.5.3. )(xf  –  функція виду mx
n exP )(  

Частинний розв’язок рівняння шукають у вигляді: 

а) ,)( mx
nn exQy   якщо m  не є коренем характеристичного рівняння; 

б) mx
nn exxQy )( , якщо 1km   або 2km  ; 

в) ,)(2 mx
nn exQxy   якщо .21 kkkm   

Якщо в правій частині неоднорідного рівняння многочлен є числом, тобто 

,)( mxmx
n AeexP   то маємо частковий випадок, розглянутий у пункті 2. 

Приклад: розв’язати рівняння .)543(3512 42 xexxyyy   

Складемо та розв’яжемо характеристичне рівняння 035122  kk :  

k .7;5 7
2

5
10

xx eCeCyk   З умови ,4m  тобто ;5m  m 7. Отже, частинний 

розв’язок шукаємо у вигляді: .)( 42 x
n ecbxaxy   

 bxbaaxecbxaxebaxy xx
n )2(24()(4)2( 2424 xec 4)4    

 bxbaaxebaaxy x
n )2(24(4)428( 24 xec 4)4  xbaax )(88(2 2  

.)84 4 xecba   
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Підставляємо в диференціальне рівняння і отримуємо: 

 bxaxaxecbabxaxax x 424(12)1682161616( 242  24 (35)4 axecb x   

 2424 3()543() axexxecbx xx  xecbaxba 4)342)38(  
242 3)543( axexx x   cbaxba 342)38( .543 2  xx  

Із тотожності отримаємо систему лінійних рівнянь: 

x
n exxy

c
b
a

cba
ba

a
42 )34(

3
4
1

5342
438

33



























. 

 Загальний розв’язок рівняння буде: .)34( 424
2

4
1

xxx exxeCeCy   

2.5.4. )(xf  – тригонометрична функція виду cosA sinBx  x  

Права частина рівняння є сумою функцій, тому використовуємо принцип на-

кладання, згідно з яким частинний розв’язок рівняння шукають у вигляді суми 

двох частинних розв’язків. 

Частинний розв’язок шукаємо у вигляді: 

а) xbxayn  sincos  , якщо i  не є коренем характеристичного рівняння; 

б) ),sincos( xbxaxyn    якщо i  − корінь характеристичного рівняння. 

Приклад 1: розв’язати рівняння  .3sin123cos1865 xxyyy   

Складемо та розв’яжемо характеристичне рівняння  0652 kk  21 k , 

32 k . 

.3
2

2
10

xx eCeCy   

Корені рівняння дійсні, тому: 

 ny  xbxa 3sin3cos  xbxayn 3cos33sin3 .3sin93cos9 xbxay n    

Підставимо в рівняння і отримаємо:  

xa 3cos9  xaxbxaxb 3cos6)3cos33sin3(53sin9 xb 3sin6  

 xx 3sin123cos18  axba 15(3cos)153(  xxb 3cos183sin)3 x3sin12 . 

З тотожності отримаємо систему рівнянь: 
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1
1

20525
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45
65

12315
18153
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ba

ba
ba

 

.3sin3cos xxyn    

Загальний розв’язок рівняння:  
xeCy 2

1 .3sin3cos3
2 xxeC x   

Приклад 2:  розв’язати рівняння .2sin122cos84 xxyy   

Складемо та розв’яжемо характеристичне рівняння  404 22 kk  

ik 2 . 

Тоді: 

.2sin2cos 210 xCxCy   

Значення ii 2  збігається з коренями характеристичного рівняння, тому  

 )2cos22sin2(2sin2cos)2sin2cos( xbxaxxbxayxbxaxy nn  

 xbxaxbyxbaxxbxa n 2sin)2(22cos22sin)2(2cos)2( xa 2sin2   

 xbax 2cos)2(2 )44(2cos)44( bxaxaxb  .2sin x   

Підставивши значення ny  і ny   у рівняння, отримаємо:  

 )2sin2cos(42sin)44(2cos)44( xbxaxxbxaxaxb  xx 2sin122cos8  

.2sin122cos82sin42cos4 xxxaxb    

З тотожності випливає:















.3
,2

;124
,84

a
b

a
b

 

Отже, частинний розв’язок матиме вигляд: ny ).2cos32sin2( xxx   

А загальний розв’язок диференціального рівняння:  

).2cos32sin2(2sin2cos 21 xxxxCxCy   

 

2.6. Загальний метод розв’язування неоднорідних диференціальних рівнянь  

II порядку (метод Лагранжа або варіації довільних сталих) 

У попередньому параграфі розглянуто методи знаходження розв’язків неод-

норідних рівнянь виду )(xfqyypy   тільки для деяких специфічних функ-

цій у правій частині рівняння. Якщо вигляд )(xf  відрізняється від вигляду розг-
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лянутих функцій, то застосувати наведені методи знаходження розв’язків рівнянь 

неможливо. Для таких випадків існує запропонований Лагранжем загальний ме-

тод розв’язування диференціальних рівнянь, названий методом варіації довільних 

сталих. Згідно з цим методом на розв’язок однорідного рівняння 0y 2211 yCyC   

накладається умова: замість чисел 1C , 2C  підібрати такі функції )(1 xC  та )(2 xC за 

яких:  

2211 )()( yxCyxCy                                              (25) 

буде розв’язком неоднорідного рівняння. Таким чином, на дві невідомі функції 

накладено одну умову, тому для однозначності вибору функцій необхідна ще од-

на. За другу умову (для полегшення розв’язку) виберемо твердження: нехай )(1 xC  

і )(2 xC  будуть такими, щоб y  мала той же вигляд, який вона має за сталих кое-

фіцієнтів, тобто виконувалась умова:  

2211 )()( yxCyxCy  .                                       (26) 

Але  2222111 )()()()( yxCyxCyxCyxCy  ))()(( 2211 yxCyxC  

))()(( 2211 yxCyxC  , звідки:  

0)()( 2211  yxCyxC .                                      (27) 

Знаходимо з (26) другу похідну: 22221111 )()()()( yxCyxCyxCyxCy  , то-

ді ).)()(())()(( 22112211 yxCyxCyxCyxCy    

Підставимо отримані значення y , y , y   в )(xfqyypy  :  

 112211 )(())()(( yxCyxCyxC  11221122 )(())()(()( yxCqyxCyxCpyxC ))( 22 yxC  

 22111111 )(())())()(()( yxCyxqCyxpCyxCxf 22 )( yxpC  

 1122 )(())( yxCyxqC ).())( 22 xfyxC   

Розв’язки 1y  і 2y  − частинні розв’язки однорідного рівняння, тому вирази у 

перших двох дужках тотожно дорівнюють нулю, тобто:  

0)()()( 111111  yxqCyxpCyxC  і .0)()()( 222222  yxqCyxpCyxC   

Тоді:  

).()()( 2211 xfyxCyxC                                       (28) 
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Це рівняння є результатом накладання другої умови. Зводимо рівняння (27) і 

(28) у систему: 








)()()(
0)()(

2211

2211

xfyxCyxC
yxCyxC .                                     (29) 

Із системи знаходимо невідомі )(1 xC  і )(2 xC , інтегрування яких дає можли-

вість знайти )(1 xC  і )(2 xC . 

Приклад: розв’язати рівняння .
2cos

44
x

yy   

Розв’язок характеристичного рівняння: ikk 2042  , тоді: ;2cos1 xy   

 xy 2sin2 xCxCy 2sin2cos 210  .  

Знаходимо похідні: xyxy 2cos2;2sin2 21  . Запишемо систему:  























x
xCxC

xCxC

x
yCyC

yCyC

2cos
42cos22sin2

02sin2cos

2cos
4
0

21

21

2211

2211  












x
xCxC

xCxC

2cos
22cos2sin

02sin2cos

21

21
                                                                    (*)  

Помножимо перше рівняння на ,2sin x  а друге − на x2cos  і отримаємо: 








22cos2cos2sin
02sin2cos2sin

2
21

2
21

xCxxC
xCxxC .  

За  додавання рівнянь отримаємо: .22)2cos2(sin 2
22

2  CxxC  Підста-

вимо його в (*) і отримаємо:  02sin22cos1 xxC .221 xtgC   

Знаходимо функції )(1 xC  і )(2 xC : 32 2)( CxxC  ;  

  







t
dt

dtx
tx

dx
x
xxdxtgxC

2
2

2sin2
2cos

2cos
2sin222)(1

44 2coslnln CxCt
t
dt

  . 

Підставляючи отримані значення функцій у рівняння (24), отримаємо:  

 xCxCxCxxCxy 2sin2cos2sin)2(2cos)2cos(ln 3434  xx 2cosln2cos  

xx 2sin2  . 
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Позначимо довільні сталі більш звичними 1C  і 2C , після чого розв’язок рів-

няння запишемо:  

.2sin22cosln2cos2sin2cos 21 xxxxxCxCy   

Отримали розв’язок:  xxyxCxCy n 2sin2;2sin2cos 210 .2cosln2cos xx   

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

Розв’язати диференціальні рівняння методом пониження порядку: 

56. 0 уух ; 57. 21 ууу  ; 

58. 0 уху ; 59. xуу sin ; 

60. 12 yy ; 61. 22 )(2 yyyy  ; 

62. 21 хyх  ; 63. 02 2  уху ; 

64. хехуух 2 ; 65. хх
х
уу 



 2

1
; 

66.   32 21 хухух  ; 67. xtgхуу 2sin ; 

68.   0343 2  ууу ; 69.   021 2  ууу . 

Знайти частинний розв’язок заданого рівняння: 

70. 2yyy  , 0)0()0(  yy ; 71. ;)( 2yyy  , 3)0(;1)0(  yy ; 

72. )(32 2yyy  , 1)1()1(  yy ; 73. ;ln xyyx  , 1)1()1(  yy ; 

74. ;2 xexyyx  , 0)0(;1)0(  yy ; 75. ;2sin xtgxyy  , 0)0(;1)0(  yy ; 

76. 123  yxyx , 1)1()1(  yy . 

Знайти загальні розв’язки лінійних однорідних диференціальних рівнянь: 

77. 032  ууу ; 78. 02  ууу ; 

79. 03  уу ; 80. 054  ууу ; 

81. 04  уу ; 82. 04  уу . 

Знайти загальні розв’язки лінійних неоднорідних диференціальних рівнянь: 

83. 22  ууу ; 84. 4 уу ; 

85. 122  ууу ; 86. 12 2  хуу ; 

87. хеууу 256  ; 88. хеууу 3934  ; 
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89. ххеуу  ; 90. хехуу 242  ; 

91. xsіnхyуy cos32256  ; 92. xyy cos34  . 

 

 

ІНДИВІДУАЛЬНЕ ЗАВДАННЯ 

1. Розв’язати диференціальне рівняння методом пониження порядку: 
n хуу  . 

2. Знайти загальний розв’язок лінійного однорідного диференціального рів-

няння: 

а) 02 2  уnуnу ; б) 02  nу ; в)   022  nууnу . 

3. Знайти загальний розв’язок лінійного однорідного диференціального рів-

няння: 

а)    11 2  nnxxnууnу ; б)   xnyny cos12  , 

де n – номер студента за списком. 

 

ПИТАННЯ ДЛЯ САМОПЕРЕВІРКИ 

1. Які рівняння II порядку допускають пониження порядку? 

2.  Що таке лінійне однорідне рівняння II порядку? 

3. Як утворюється характеристичне рівняння? 

4. Який вигляд має розв’язок однорідного рівняння II порядку за додатного, 

від’ємного та нульового дискримінанту? 

5. Що таке неоднорідне рівняння II порядку? 

6. Яка структура розв’язку неоднорідного рівняння II порядку? 

7. Як знаходиться частинний розв’язок неоднорідного рівняння для правої части-

ни у вигляді: а) многочлена;  

б) показникової функції;  

в) добутку многочлена на показникові функції;  

г) тригонометричної функції. 
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8. Як знаходиться частинний розв’язок неоднорідного рівняння, права частина 

якого є сумою функцій? 

9. У чому полягає зміст методу варіації довільних сталих?  
 

§ 3. Системи диференціальних рівнянь 

Розглянемо систему з двох диференціальних рівнянь I порядку у вигляді: 








).,,(
),,,(

2

1

zyxfz
zyxfy

 

яку називають нормальною.  

Розглянемо алгоритм розв’язування таких систем: 

1. Продиференціювати рівняння ),,( zyxfy   і отримати y  . 

2. Замінити в отриманому рівнянні значення z  другим рівнянням системи.  

3. Знайти з першого рівняння системи значення z  і його також підставити у 

знайдене вище рівняння з y  . 

4. Отримати рівняння II порядку, яке вміщує змінну x  та функцію у разом з її 

похідними y  та y  . 

5. Розв’язати рівняння II порядку і знайти y . 

6. Знайти y  і, підставляючи його та y  у перше рівняння системи, знайти z . 

Приклад:  розв’язати систему диференціальних рівнянь 







zyz
zyy

.  

Диференціюємо перше рівняння:  zyy zyyzyyy  )(     (*)  

З першого рівняння системи знаходимо:  yz .y                                          (**)   

Підставляємо отримане значення z  в (*):  

 yyyyyyy 2  ikkky 102202 2  

 xCey x cos( 1 ).sin2 xC  

Один розв’язок знайдено. 

Знаходимо y  і підставляємо її в (**):  

 xCCexCxCexCxCey xxx cos)()cossin()sincos( 212121  
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 )sincos()sin)( 2112 xCxCezyyzxCC x  xCCe x cos)(( 21  

 xCexCC x sin()sin)( 122 )cos2 xC  це другий розв’язок.  

Запишемо розв’язки в систему: .
)cossin(
)sincos(

21

21








xCxCez
xCxCey

x

x

 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

Розв’язати системи диференціальних рівнянь: 

93. 







zyz
zyy

5
3

; 94. 







x

x

eyz
ezy

3

3

5
; 

95. 







zyz
zуy
63

; 96. 







xyz
xzy
24

2

; 

97. 







zyz
zyy

2
4

; 98. 







x

x

eyz
ezy
24

; 

99. 







zyxz
zyxy 432

; 100. 







xzyz
xzyy

sin2
cos42

; 

101.







25,1
4241

xzyz
zyxy

; 102. 







yxz
xzyy

sin3
cos2

. 

 

ІНДИВІДУАЛЬНЕ ЗАВДАННЯ 

Розв’язати систему диференціальних рівнянь:  






znyz
nzyy

1
, де n – номер 

студента за списком. 

 

ПИТАННЯ ДЛЯ САМОПЕРЕВІРКИ 

1. Як розв’язуються системи, складені з двох диференціальних рівнянь першого 

порядку? 

2. До рівняння якого порядку зводиться система з: а) двох рівнянь першого 

порядку; б) трьох рівнянь першого порядку? 
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ВІДПОВІДІ ДО ЗАВДАНЬ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

1. Cey x  2

2
1 ; 2. Cxcosy  5

5
1 ; 3. Cxarctgy 

22
1 ; 

4. Cxctgy  2
2
1 ; 5. 

xC
xy



1

; 6. 








 xeC

y 1ln ; 

7. 









 Cxy

8

3 8

; 8. Cxctgy  2
2
1 ; 9. 

x
Cy

2
1

 ; 

10. 
Cx,

y



351

1 ; 11.  2
1

xC
y


 ; 12. 

 55 8 4

32

Cx
y


 ; 

13. 
3

3 5210
5












xC

y ; 
14. 

3 3 5

20
9







  Cxy ; 17.   11

2
2  Cxy ; 

18. Cxxy 2ln2 2  ; 19. 
C

lgy x 


 210
2 ; 20. 

2
122 


xsinCy ; 

21.  22ln yxC
y
xarctg  ; 22. xyyCy  ln ; 23.  Cxxtgy  ; 

24. 12 22  xCCy ; 25. Cxxey  1 ; 26.  xyCxxy  22 ; 
27. Cyxy  22 ; 28.  Cxxy ln222  ; 29. CyCx 222  ; 

30. x
y

eCy  ; 31. 






  

2

2
2 xCey x ; 32. Cxey  ; 

33.   21 xCxy  ; 34. 42 xCxy  ; 35. 1  xCey x ; 
36. xcosCxsiny  ; 37.  Cxey x  ln ; 38. xCxy ln ; 

39.  xsinCxy  ; 40.  Cxey x  ; 41. 
Схx
xу

ln
4

 ; 

42.
2
11

222





хСех
у ; 43. 

хСх
xу



1ln

4 ; 44.  21
2
1 уy  ; 

45. 
Суу

xу



ln1

4 ; 51. Схху  2 ; 52. Сухху  3223 ; 

53. Сухух  422

4
54 ; 54. Суехе ху  ; 55.   Суухх 

23
1 2

322 ; 

65. 211 СхarctgССу  ; 66.   2
211 хССхеу х  ; 

67. 
2
2sin 21

xsіnхCxСy  ; 68. 2143ln
3
1 СхСу  ; 

69. 
21

11
СхС

у


 ; 70. 21 ln СхСу  ; 71.  212
2

11 1ln СхСуСуС  ; 

77. хх еСеСу 3
21

 ; 78. хх хеСеСу   21 ; 79. хsіnСxcоsСу 33 21  ; 
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80. )( 21
2 sіnхСcоsхСеу х  ; 82. xxСу lnln 2  ; 83.  )( 21 хССеу х   ; 

84. хеССху  214 ; 85. )(
2
1

21 sіnхСcоsхСеу х   ; 

86. 2521   хеСеСу хх ; 87. 23
21 хеССу х  ;  

88. 5,433 22
21   ххеСеСу хх ; 89. ххх ееСеСу 2

21 21
1

  ; 

90. ххх ееСеСу 3
2

3
1 5,4   ; 91.  )44(( 21

3 хsіnСхcоsСеу х ))514(
102

1 sіnхcоsх  . 
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