
1 
 

МІНІСТЕРСТВО ОСВІТИ І НАУКИ УКРАЇНИ 
БІЛОЦЕРКІВСЬКИЙ НАЦІОНАЛЬНИЙ АГРАРНИЙ УНІВЕРСИТЕТ  

ЕКОНОМІЧНИЙ ФАКУЛЬТЕТ  
КАФЕДРА ВИЩОЇ МАТЕМАТИКИ І ФІЗИКИ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

ВИЩА  МАТЕМАТИКА 
Збірник завдань для виконання індивідуальних та самостійних робіт 

для студентів 1 курсу денної форми навчання  
 
 

Частина 2 
(Модуль 3. Модуль 4.) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 

Біла Церква-2017 
 



2 
 

 
 
 
УДК 517(075.8) 

 
 
 
 
 
 

Затверджено науково-методичною  
комісією Білоцерківського НАУ 
Протокол № 3 від 11 грудня 2017 р. 

 
 

 
Вища математика: Збірник завдань для виконання індивідуальних та самостійних робіт 

для студентів 1 курсу денної форми навчання економічних спеціальностей. Частина 2. / О.П. 
Мельниченко − Біла Церква. – 2017. − 49с.  
 

Збірник завдань для виконання індивідуальних та самостійних робіт розроблений для 
студентів 1 курсу економічного факультету. Збірник вміщує задачі і приклади до основних 
розділів вищої математики відповідно до програми загального курсу вищої математики для 
студентів економічного профілю денної форми навчання, що включено до 3 та 4 модуля. 
Кожний тип завдань доповнено методичними рекомендаціями для їх виконання. Наведено 
необхідний довідковий матеріал, розв’язування типових прикладів та задач і набори завдань для 
індивідуальної роботи студентів. 

 
 
 
 

 
 
 
  
 

Рецензент: Арбузова Т.В., кандидат економічних наук  
 
 
 
 
 
 
 

 
 © БНАУ, 2017 

 
 

 



3 
 

ПЕРЕДМОВА 
 

Збірник завдань для виконання індивідуальних та самостійних робіт для 
студентів денної форми навчання економічних спеціальностей створено з огляду 
на сучасні вимоги щодо істотного підвищення рівня фундаментальної 
математичної підготовки таких фахівців і посилення прикладної її спрямованості. 

Збірник завдань ставить за мету – допомогти студенту оволодіти 
розв’язуванням задач та прикладів з курсу вищої математики і виконати 
самостійно індивідуальні завдання. Це визначило структуру посібника. У 
збірнику задач подано формули та таблиці, необхідні для розв’язку завдань, та 
наводиться достатня кількість детально розібраних задач із вказаними методами 
їх розв’язку та пропонується ряд задач для самостійного розв’язання.  

Для написання збірника завдань для виконання індивідуальних робіт та 
методичних рекомендацій для їх виконання студентами денної форми навчання 
економічних спеціальностей було використано ряд задач та прикладів, взятих із 
відомих задачників та навчальних посібників, які, як правило, використовуються 
на практичних заняттях зі студентами. 

«Вища математика» є нормативною дисципліною циклу природничо-
наукової підготовки бакалавра за спеціальністю: «Економіка», «Облік і 
оподаткування»,  «Фінанси, банківська справа та страхування», «Менеджмент», 
«Публічне управління та адміністрування», спеціалізації: «Економіка 
підприємства», «Облік і аудит», «Фінанси і кредит», «Менеджмент організацій і 
адміністрування», «Менеджмент зовнішньоекономічної діяльності», «Публічне 
управління та адміністрування». 

Мета вивчення дисципліни − засвоєння студентами базових математичних 
знань, необхідних під час професійної діяльності, формування логічного 
мислення та вироблення навичок математичного дослідження прикладних 
економічних задач. 

У результаті вивчення дисципліни студент повинен  
знати: основи вищої математики, що є фундаментом математичної освіти 

спеціалістів агрономічного профілю; роль та місце математичних методів у 
розв’язуванні низки практичних задач; 

вміти: формулювати прикладну задачу в математичних термінах і знаходити 
шляхи розв’язку цієї задачі; аналізувати одержані результати і на їх основі 
створювати практичні рекомендації. 

Завдання курсу вищої математики для студентів економічного факультету 
полягає у відновленні у студентів набутих знань та навичок за курс середньої 
школи та формування нових знань та вмінь їх практичного застосування. Студент 
повинен:  

- засвоїти основні поняття вищої математики; 
- опанувати визначення основних математичних понять;  
- навчитися використовувати набуті теоретичні знання на практиці; 
- поглибити та закріпити теоретичні знання, одержані на лекціях. 
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ПРОГРАМА НАВЧАЛЬНОЇ ДИСЦИПЛІНИ ВИЩА МАТЕМАТИКА 
Тематичний план аудиторної роботи 

 
Модуль 3. 
 

Похідна функції 
 

9.Функція. Основні елементарні функції 
10.Границя функції . Неперервність та розриви функції 
11.Основні правила та формули диференціювання. Особливі випадки 
диференціювання 
12.Диференціал функції та його застосування 
13.Диференціювання функції декількох змінних 
Модуль 4. 
 

Основи інтегрального числення 
 

14.Невизначений інтеграл. Основні методи інтегрування 
15.Інтегрування дробово-раціональних виразів. Інтегрування деяких 
тригонометричних виразів 
16.Визначений інтеграла та його застосування 
17.Поняття диференціального рівняння  
18.Однорідні та лінійні диференціальні рівняння 

 
СТРУКТУРА НАВЧАЛЬНОЇ ДИСЦИПЛІНИ 

ВИЩА МАТЕМАТИКА (2семестр) 
 

Назви змістових модулів і 
тем 

Кількість годин 
Денна форма Заочна форма 

Усього у тому числі Усього у тому числі 
л п інд ср л п інд ср 

Модуль 3 
Змістовий модуль 3. Похідна функції 

Тема 9. Функція. Основні 
елементарні функції 6 2 2 1 1 6 1   5 

Тема 10. Границя функції . 
Неперервність та розриви 
функції 

6 2 2 1 1 5    5 

Тема 11. Основні правила та 
формули диференціювання. 
Особливі випадки 
диференціювання 

6 2 2 1 1 7  2  5 

Тема 12. Диференціал 
функції та його 
застосування 

6 2 2 1 1 6    6 

Тема 13. Диференціювання 
функції декількох змінних 6 2 2 1 1 6    6 

Разом  модуль 1 30 10 10 5 5 30 1 2  27 
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Модуль 4 
Змістовий модуль 2. Основи інтегрального числення 

Тема 14. Невизначений 
інтеграл. Основні методи 
інтегрування 

6 2 2 1 1 6 1   5 

Тема 15. Інтегрування 
дробово-раціональних 
виразів. Інтегрування 
деяких тригонометричних 
виразів 

6 2 2 1 1 5    5 

Тема 16. Визначений 
інтеграла та його 
застосування 

6 2 2 1 1 7  2  5 

Тема17 . Поняття 
диференціального рівняння 6 2 2 1 1 6    6 

Тема 18. Однорідні та 
лінійні диференціальні 
рівняння 

6 2 2 1 1 6    6 

Разом модуль 2 30 10 10 5 5 30 1 2  26 
           

 
ТЕМАТИКА САМОСТІЙНОЇ ТА ІНДИВІДУАЛЬНОЇ РОБОТИ 

СТУДЕНТІВ – 20 ГОД 

№ модуля Теми К-сть 
годин 

Модуль 3. Похідна функції  
 5. Змінні величини. Послідовності та функції 2 
 7. Властивості границь 2 
 8. Основні теореми про границі 2 

 9. Правила розкриття невизначеностей (нерозглянуті 
випадки) 2 

 10. Правило Лопіталя  2 
Всього за 3 модуль 10 
Модуль 4. Основи інтегрального числення  
 11. Диференціальні рівняння другого порядку 10 
Всього за 5 модуль 10 
Література [1-7]  
Форма контролю: написання індивідуальних робіт  
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ІНДИВІДУАЛЬНЕ НАУКОВО-ДОСЛІДНЕ ЗАВДАННЯ 
 
Індивідуальне завдання з дисципліни „Вища математика” виконується 

самостійно кожним студентом на основі вибраної теми і оформляється у 
вигляді індивідуального зошиту. Охоплює усі основні теми дисципліни. 
Контрольне індивідуальне завдання оформлюється у відповідності з 
встановленими вимогами. При виконанні індивідуального завдання студент 
може використовувати комп’ютерну техніку. Виконання індивідуальних 
завдань є одним із обов’язкових складових модулів залікового кредиту з 
”Вища математика”. 

 
ПОРЯДОК ВИКОНАННЯ ТА ОФОРМЛЕННЯ РОБІТ 

Індивідуальні завдання необхідно виконувати в окремому зошиті. Для 
зауважень рецензента потрібно залишити поля шириною 4-6 см. Виконувати 
роботу необхідно точно за варіантом, який призначено викладачем. Робота 
виконана не за своїм варіантом не перевіряється і не зараховується. 

Задачі треба виконувати у порядку збільшення номерів завдань. Умови 
завдань необхідно записувати повністю, після приводити докладне розв’язання. 
Якщо до поданої задачі необхідний малюнок, то його розміщують перед 
розв’язанням і роблять на ньому всі потрібні позначення. В кінці кожної задачі 
записується відповідь. 

Після повернення перевіреної роботи студент виправляє помилки, які були 
допущені. Якщо завдання не потребує доопрацювання, тобто виконана правильно, 
студент зобов’язаний пройти співбесіду з викладачем. 

Підписати роботу потрібно за зазначеним нижче зразком: 
 

Індивідуальне домашнє завдання 
з курсу «Вища математика» 

студента І курсу 1 групи економічного факультету 
спеціальність «публічне управління та адміністрування» 

Сизоненка Антона Борисовича 
 

Завдання №3.1.13; 3.2.13; 3.3.13; 3.4.13; 3.5.13; 3.5.13; 3.7.13; 3.8.13. 
Завдання №4. 
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Модуль 3. ПОХІДНА ФУНКЦІЇ 
3.1. Границя функції. Застосування правил розкриття невизначеностей, 

утворених алгебраїчними виразами. 
 

ПРАКТИЧНІ РЕКОМЕНДАЦІЇ 
П р и к л а д : Обчислити наступні границі: 

а) 
497
653lim 2

2




 xx
xx

x
; б) 

253
853lim 2

2

1 


 xx
xx

x
; 

в) x
хх

x




44lim
0

; г) )4510216(lim xxx
x




. 

Розв’язання: 

а) 




















 497
653

497
653lim 2

2

2

2

xx
xx

x
. 

Для розкриття невизначеності 





  необхідно чисельник і знаменник 

поділити на nx , де n − найбільше значення степеня. Найбільше значення степеня 
2n , тому ділимо чисельник і знаменник на 2x : 

.
7
3

007
003

497

653

497

653
lim

497

653

lim
2

2

2

222

2

222

2














































xx

xx

xx
x

x
x

xx
x

x
x

xx
 

Зауваження: 
0
а ; 0


а . 

б) 












 0
0

21513
81513

253
853lim 2

2

2

2

1 xx
xx

x
.  

Для розкриття невизначеності 




0
0  від раціональних дробів необхідно 

розкласти чисельник і знаменник на множники і однакові скоротити. 
Розкладаємо квадратичні вирази на множники за теоремою Вієта і 

отримаємо: 

11
1
11

213
813

23
83lim

)23)(1(
)83)(1(lim

11













 x
x

xx
xx

xx
, (скоротили на 1x ). 

в) 









 0

0
0

040444lim
0 x

хх
x

. 

Для розкриття невизначеності 




0
0  від ірраціональних дробів необхідно 

позбавитись від ірраціональності помноживши чисельник і знаменник на 
спряжений вираз. Спряженими називають такі ірраціональні вирази, які при 
множенні один на інший утворюють раціональні вирази: 




 x
хх

x

44lim
0




 x
хх

x

44lim
0





хх
хх

44
44  
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= 








 )44(
2lim

)44(
44lim

00 xxx
x

ххх
хх

xx





 xxx 44
2lim

0

2
1

4
2

44
2





 . 

г)    


)4510216(lim xxx
x

. 

Для розкриття невизначеності    необхідно вираз представити у вигляді 

дробу 
1
а ; в утвореному дробі помножити чисельник і знаменник на спряжений 

вираз. В подальшому позбавитися утвореної невизначеності 





 . 

)451016(lim 2 xxx
x












 xxx

xxxxxx
x 451016

451016
1

451016lim
2

22











 xxx

x
xxx

xxx
xx 451016

510lim
451016

1651016lim
22

22







 . 

Поділимо кожен елемент чисельника і знаменника на x , під коренем на 2x : 














451016

510
lim

451016
510lim

22

x
xx
x

xxx
x

xx









451016

510
lim

2

2

x
xx
x

x









451016

510
lim

2xx

x
x


















40016
010

451016

510

2

4
5

8
10

416
10




 

 
Індивідуальне завдання 

3.1. Обчислити наступні границі:  

3.1.1. а) 
103

592lim 2

2

5 


 хх
хх

x
; б) 

352
3234lim 23 


 хх

хх
x

; 

в) 
103

592lim 2

2




 хх
хх

x
; г)  4lim 


хх

x
. 

3.1.2. а) 
123
273lim

2

2

3
1 


 хх

хх
x

; б) 
4365

134lim
2

3 


 хх
хх

x
; 

в) 
126
273lim 2

2




 хх
хх

x
; г) )4(lim 2 xхх

x



. 

3.1.3. а) 
273
232lim 2

2

2 


 хх
хх

x
; б) 

14
122lim

2
2
1 


 х

х
x

; 

в) 
273
232lim 2

2




 хх
хх

x
; г) )43(lim 23 xхх

x



. 
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3.1.4. а) 
352
32lim 2

2

3 


 хх
хх

x
; б) 

143
31216lim

2
3
1 


 хх

хх
x

; 

в) 
352
32lim 2

2




 хх
хх

x
; г)  4362lim 22 


хх

x
. 

3.1.5. а) 
372

12lim 2

2

3 


 хх
хх

x
; б) 

252
154lim 22 


 хх

хх
x

; 

в) 
372

12lim 2

2




 хх
хх

x
; г)  4366lim 2 


хх

x
. 

3.1.6. а) 
132
456lim

2

2

2
1 


 хх

хх
x

; б) 
62

43lim 22 


 хх
хх

x
; 

в) 
132
456lim 2

2




 хх
хх

x
; г)  493lim 2 


хх

x
. 

3.1.7. а) 
592
56lim 2

2

5 


 хх
хх

x
; б)  

827
113lim

3
3
2 


 х

х
x

; 

в) 
592
56lim 2

2




 хх
хх

x
; г)  4255lim 2 


хх

x
. 

3.1.8. а) 
94

32lim
2

2

2
3 


 х

хх
x

; б) 
89

832lim 28 


 хх
хх

x
; 

в) 
94

32lim 2

2




 х
хх

x
; г)  ххх

x
412111lim 2 


. 

3.1.9. а) 
675
385lim

2

2

5
3 


 хх

хх
x

; б) 
82

3213lim 22 


 хх
хх

x
; 

в) 
675
385lim 2

2




 хх
хх

x
; г)  ххх

x
7648lim 2 


. 

3.1.10. а) 
145

1lim 2

3

1 


 хх
х

x
; б) 

хх
х

x 34
923lim 22 




; 

в) 
145

1lim 2

3




 хх
х

x
; г)  ххх

x




2497lim . 

3.1.11. а) 
18

232lim
3

2

2
1 


 х

хх
x

; б) 
2

153lim 2

2

1 


 хх
хх

x
; 

в) 
18

232lim 3

2




 х
хх

x
; г)  ххх

x




22 49325lim . 

3.1.12. а) 
325

1lim 2

3

1 


 хх
х

x
; б) 

12
14112lim

22

2
1 


 х

хх
x

; 

в) 
325

1lim 2

3




 хх
х

x
; г)  хххх

x




22 93lim . 
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3.1.13. а) 
6821
4113lim 2

2

4 


 хх
хх

x
; б) 

49
6643lim

2
3
2 


 х

хх
x

; 

в) 
6821
4113lim 2

2




 хх
хх

x
; г)  хххх

x
254lim 22 


. 

3.1.14. а) 
18

232lim 3

2

4 


 х
хх

x
; б) 

2
153lim 2

2

1 


 хх
хх

x
; 

в) 
18

232lim 3

2




 х
хх

x
; г)  хххх

x
25lim 22 


. 

3.1.15. а) 
325

1lim 2

3

1 


 хх
х

x
; б) 

49
6643lim

2
3
2 


 х

хх
x

; 

в) 
711

23lim 3

2




 х
хх

x
; г)  725lim 


хх

x
. 

3.1.16. а) 
6821
4113lim 2

2

1 


 хх
хх

x
; б) 

12
14112lim

22

2
1 


 х

хх
x

; 

в) 
6821
4113lim 2

2




 хх
хх

x
; г)  7934lim 


хх

x
. 

3.1.17. а) 
3108

32lim
2

2

2
3 


 хх

хх
x

; б) 
103

1452lim 22 


 хх
хх

x
; 

в) 
6821
4113lim 2

2




 хх
хх

x
; г)  79616lim 


хх

x
. 

3.1.18. а) 
134
352lim 2

2

1 


 хх
хх

x
; б) 

24412
116lim

2

4
1 


 хх

х
x

; 

в) 
134
352lim 2

2




 хх
хх

x
; г)  718612lim 


хх

x
. 

3.1.19. а) 
134
352lim 2

2

1 


 хх
хх

x
; б) 

хх
хх

x 65
2335lim 20 




; 

в) 
134
352lim 2

2




 хх
хх

x
; г)  1764lim 33 


ххх

x
. 

3.1.20. а) 
23
26lim

2

2

3
2 


 хх

хх
x

; б) 
32

45110lim 21 


 хх
хх

x
; 

в) 
134
352lim 2

2




 хх
хх

x
; г)  264lim 22 


хххх

x
. 

3.1.21. а) 
572

1544lim
2

2

2
5 


 хх

хх
x

; б) 
1

153lim 31 


 х
хх

x
; 

в) 
572

1544lim 2

2




 хх
хх

x
; г)  296144lim 22 


хххх

x
. 
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3.1.22. а) 
8103
472lim 2

2

4 


 хх
хх

x
; б) 

232
3234lim

2

2

2
1 


 хх

хх
x

; 

в) 
8103
472lim 2

2




 хх
хх

x
; г)  294lim 22 


хххх

x
. 

3.1.23. а) 
8

295lim 3

2

2 


 х
хх

x
; б) 

12
3276lim 21 


 хх

хх
x

; 

в) 
8

295lim 3

2




 х
хх

x
; г)  294lim 2 


ххх

x
. 

3.1.24. а) 
672
344lim

2

2

2
3 


 хх

хх
x

; б) 
27

221lim 33 


 х
хх

x
; 

в) 
8

295lim 3

2




 х
хх

x
; г)  294lim 


хх

x
. 

3.1.25. а) 
992
383lim 2

2

3 


 хх
хх

x
; б) 

138
116lim

2

4
1 


 х

х
x

; 

в) 
8

295lim 3

2




 х
хх

x
; г)  294lim 


хх

x
. 

3.1.26. а) 
1310
2115lim

2

2

5
1 


 хх

хх
x

; б) 
232

443lim 22 


 хх
хх

x
; 

в) 
1310
2115lim 2

2




 хх
хх

x
; г)  225lim 


хх

x
. 

3.1.27. а) 
103

583lim
2

2

3
5 


 хх

хх
x

; б) 
11011

3243lim 21 


 хх
хх

x
; 

в) 
103

583lim 2

2




 хх
хх

x
; г)  225lim 


хх

x
. 

3.1.28. а) 
143
253lim

2

2

3
1 


 хх

хх
x

; б) 
253
623lim

2
3
2 


 хх

хх
x

; 

в) 
103

583lim 2

2




 хх
хх

x
; г)  225lim 


хх

x
. 

3.1.29. а) 
143
992lim 2

2

3 


 хх
хх

x
; б) 

54
362lim 2

2

1 


 хх
хх

x
; 

в) 
143
992lim 2

2




 хх
хх

x
; г)  25lim 


хх

x
. 

3.1.30. а) 
16
352lim

2

2

2
1 


 хх

хх
x

; б) 
54

6327lim 21 


 хх
хх

x
; 

в) 
16
352lim 2

2




 хх
хх

x
; г)  25lim 


хх

x
. 
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3.2. Дві визначні та три необхідні границі. 
 

ПРАКТИЧНІ РЕКОМЕНДАЦІЇ 
П р и к л а д : Обчислити наступні границі: 

а) 
x

x
x 3

7sinlim
0

; б) 
12

2
3lim















х

x х
х ; в) 

x
x

x 3
)71ln(lim

0




; 

г) 
x

xx

x

57lim
0




;  д) 
x
x

x 5
1)121(lim

4

0




. 

Розв’язання: 

а) 
x

x
x 3

7sinlim
0

. Скористаємося першою визначною границею: .1sinlim
0


 x

x
x

 

Введемо заміну 07  yyx  при .0x   

Маємо: 
3
71

3
7sin

3
7lim

7
3

sinlim
3

7sinlim
000





 y

y
y
y

x
x

yyx
. 

б) 
12

2
3lim















х

x х
х . Безпосередня підстановка х  дає невизначеність  1 , 

тому скористаємося другою визначною границею: аваn

n
e

n
 


)11(lim , 72,2e .  

Введемо заміну 
2
311





х
х

n
. Зведемо до спільного знаменника і виразимо х 

через n: 25  nх . При чому, якщо х , то n :  
  125212 11lim

2
3lim














 











n

n

х

x nх
х

10
10

1410 111lim
e

e
n

n

n







  




. 

в) 
x

x
x 3

)71ln(lim
0




. Безпосередня підстановка 0х  дає невизначеність 




0
0 , 

тому скористаємося першою необхідною границею: 1)1ln(lim
0




 x
x

x
. 

Введемо заміну  yx7 yx
7
1

 . Якщо 0x , то 0y , тоді: 
0

lim
y

3
71

3
7)1ln(lim

3
7)1ln(

3
7lim

7
3

)1ln(
00











 y

y
y

y
y

y
yy

. 

г) 
x

xx

x

57lim
0




. Безпосередня підстановка 0х  дає невизначеність 




0
0 , тому 

скористаємося другою необхідною границею: a
x

a x

x
ln1lim

0





. 

Виносимо в чисельнику за дужки множник x5 :  
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 






 xx

xx

x

xx

x

1)(5lim57lim 5
7

00
 

5
7ln11)(lim5lim 5

7

00





 x

x

x

x

x
.5ln7ln   

д). 
x
x

x 5
1)121(lim

4

0




. Безпосередня підстановка 0х  дає невизначеність 




0
0 , 

тому скористаємося третьою необхідною границею: 
  a

x
х а

x





11lim
0

 

Введемо заміну:  yx12
12
yx  . Якщо 0x , то 0y , тоді: 

.
5
484

5
121)1(lim

5
121)1(

5
12lim

12
5

)1(lim
4

0

4

0

4

0











 y

y
y
y

y
y

yyy
 

 
Індивідуальне завдання 

3.2. Обчислити наступні границі:  

3.2.1. а) 
xtgx

хсоsхсоs
x

82lim
0




; б) 
2

13
13lim













 x

x х
х . 

3.2.2. а) 
xtg

хх
x 5

8sin3sinlim
0




; б) 4
2

2

2)52(lim 


 x

x
x . 

3.2.3. а) 
xx
хх

x 5sin3sin
7sin3sinlim

0 



; б) 

27

2

2

23
25lim

x

x x
x 











 . 

3.2.4. а) 
2

2

0 6
3sinlim
xtg

х
x

; б) 
112

22
42lim













 x

x х
х . 

3.2.5. а) 
xtg

x
x 5
lim

22 





; б) 
12

1
3lim













 x

x х
х . 

3.2.6. а) 
x

хсоsхсоs
x 8sin

22lim 2

3

0




; б) 
1

32
52lim













 x

x х
х . 

3.2.7. а) 
xx

хсоsхсоs
x sin

4454lim
2

0




; б) 
1

5

1 62
73lim













 x

x х
х . 

3.2.8. а) 
x

х
x 3sin

2lim
2




; б) 2
3

2
)52(lim 


 x

x
x . 

3.2.9. а) 
xtg

х
x 2

13coslim 


; б) 
4

2

1

2

2
23lim













 x

x х
х . 

3.2.10. а) 
xx
хх

x 2sin5sin
3sin8sinlim

0 



; б) 

xtg

хх

x 2
83lim

0




. 

3.2.11. а) 
xtg
хх

x 3
sin2lim 20

; б) 4
4

2

2)53(lim 


 x

x
x . 
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3.2.12. а) 
xarctg

х
x 5

3sinlim
0

; б) 
2

2

2 92
7lim













 x

x х
х . 

3.2.13. а) 
x

х
x 4sin

1cos2lim
2

4





; б) 1
3

1

2)23(lim 


 x

x
x . 

3.2.14. а) 
x

хсоsсоsх
x 4sin

3lim
20




; б) 
32

13
53lim













 х

x х
х . 

3.2.15. а) 
xtg

х
x 3

2arcsinlim
2

2

0
; б) 

53

2 12
3lim













 х

x х
х . 

3.2.16. а) 






 



x

х
x

arccos
2

sin

2sinlim
0 

; б) 
53

12
32lim













 х

x х
х . 

3.2.17. а) 
x
х

x 3cos1
2cos1lim





; б) 

36

14
54lim













 х

x х
х . 

3.2.18. а) 
x

хxtg
x 30 sin

3sin3lim 


; б) 9
2

3

2)52(lim 


 x

x
x . 

3.2.19. а) 
15cos

2lim
2

 x
xtg

x 
; б) 

3
4

3 82
5lim













 х

x х
х . 

3.2.20. а) 
x
х

x 


sin
2sinlim

1
; б) 7

3

7
)132(lim 


 x

x
x . 

3.2.21. а) 
14cos

5cos1lim
3 


 x
х

x 
 ; б) 

2
3

2 93
72lim













 х

x х
х . 

3.2.22. а) 
xxtg

х
x 3

3cos1lim
0




; б) 
32

13
23lim













 х

x х
х . 

3.2.23. а) 
x
х

x 6cos1
5cos1lim





; б) 

34

16
56lim













 х

x х
х . 

3.2.24. а) 
xtg

х
x 5
lim 






; б) 
1

5

1

2

4
23lim













 x

x х
х . 

3.2.25. а) 
xtg

хх
x 4

3sin7sinlim
0




; б) 
x

хх

x sin
33lim

26

0




. 

3.2.26. а) 
x

хх
x 2sin

3sin5sinlim 


; б) 
x

хх

x 3
22lim

5

0





 . 

3.2.27. а) 
x

хсоsх
x 2cos

sinlim
4





; б) 
32

3
2

12
32lim













 x

x

x х
х . 

3.2.28. а) 
xtg

х
x 3

3cos1lim 20




; б) 
x

хх

x 2sin
43lim

0




. 
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3.2.29. а) 
xtg

х
x 3

4cos1lim 2




; б) 
32

14
14lim













 х

x х
х . 

3.2.30. а) 
xtg

х
x 2
lim 






; б) 
x

хх

x 4sin
93lim

0




. 

 
3.3. Неперервність та розриви функцій. 

 
ПРАКТИЧНІ РЕКОМЕНДАЦІЇ 

П р и к л а д 1: Дослідити на неперервність функцію і побудувати її графік: 














,74

,1
,3

x
x
x

y   
2

2;1
1





x
x
x

. 

Розв’язання: 
Зайдемо границі справа та зліва в точках 1х  та 2х . 

 

 
Для точки :  . 

Лівостороння та правостороння границі мають різні значення ( ). Отже, функція 
має розрив у точці . 

Для точки : ; .  

Лівостороння та правостороння границі мають однакові значення ( ). Отже, 
функція неперервна в точці . 

П р и к л а д 2: Дослідити на неперервність функцію і побудувати її графік:  

x
y




3
1 , при Rx . 

Розв’язання: 
Так як 3х , то знайдемо границі справа та зліва в точці розриву х = 3: 












 0
1

3
1lim)(lim

0303 х
xf

xx
; 














 0
1

3
1lim)(lim

0330 х
xf

xx
. 

X

Y

1 2 3

1

2

3

4

0

1х 


)(lim
01

xf
x

,4)3(lim
01




x
x

0)1(lim)(lim
0101




xxf
xx

14 
1х

2х 1)74(lim)(lim
0202




xxf
xx




)(lim
02

xf
x

1)1(lim
02




x
x

11
2х
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Отже, маємо розрив ІІ роду. 
 

 
 

Індивідуальне завдання 
3.3. Дослідити на неперервність функції та побудувати їх графіки: 

3.3.1. а)  
23
12

2

2





хx
xxхy ; б)  

2
1

52

3



х

хy . 

3.3.2. а)  
2
235

2

2





хx
xxхy ; б)   1

2

7  ххy . 

3.3.3. а)  
32
45

2

2





хx
xxхy ; б)  

2
1

31

5



х

хy . 

3.3.4. а)  
54
853

2

2





хx
xxхy ; б)   1

2

3  ххy . 

3.3.5. а)  
32
352

2

2





хx
xxхy ; б)  

2
2

52

3



х

хy . 

3.3.6. а)  
752
34

2

2





хx
xxхy ; б)   2

1

4  ххy . 

3.3.7. а)  
65
145

2

2





хx
xxхy ; б)  

45

1
1




х

хy . 

3.3.8. а)  
43
972

2

2





хx
xxхy ; б)   5

5

7  ххy . 

3.3.9. а)  
532
134

2

2





хx
xxхy ; б)  

4
1

252

3




х

хy . 

3.3.10. а)  
23
572

2

2





хx
xxхy ; б)   4

2

8  ххy . 

X

Y

-4 -3 -2 -1 1

-3

-2

-1

1

2

3

4

0
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3.3.11. а)  
103

592
2

2





хх
ххху ; б)  

1
1
222

9




х

хy . 

3.3.12. а)  
123
273

2

2





хх
ххху ; б)   4

2

8  ххy . 

3.3.13. а)  
273
232

2

2





хх
ххху ; б)  

1
1

1
1

22

22









х

х

хy . 

3.3.14. а)  
18

232
3

2





х

ххху ; б)   422  х
х

хy . 

3.3.15. а)  
372

12
2

2





хх

ххху ; б)  
1

1

1
1

22

22









х

х

хy . 

3.3.16. а)  
132
456

2

2





хх
ххху ; б)   122  х

х

хy . 

3.3.17. а)  
592
56

2

2





хх

ххху ; б)  
1

1

2
1

22

22









х

х

хy . 

3.3.18. а)  
94

32
2

2





х

ххху ; б)   923  х
х

хy . 

3.3.19. а)  
675
385

2

2





хх
ххху ; б)  

2
1

2
1

21

21









х

х

хy . 

3.3.20. а)  
145

1
2

3





хх

хху ; б)   14
2
22  ххy . 

3.3.21. а)  
325

1
2

3





хх

хху ; б)  
4

1

4
1

24

24









х

х

хy . 

3.3.22. а)  
325

1
2

3





хх

хху ; б)   19
1
24  ххy . 

3.3.23. а)  
6821
4113

2

2





хх
ххху ; б)  

1
1

2
1

22

2







х

х

хy . 

3.3.24. а)  
18

232
3

2





х

ххху ; б)   94
1
23  ххy . 

3.3.25. а)  
325

1
2

3





хх

хху ; б)  
1

1

22

2








х

хy . 

3.3.26. а)  
6821
4113

2

2





хх
ххху ; б)   25

2
213  ххy . 

3.3.27. а)  
3108

32
2

2





хх

ххху ; б)  
3

1

22

2






х

хy . 
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3.3.28. а)  
134
352

2

2





хх
ххху ; б)   125

1
22  ххy . 

3.3.29. а)  
134
352

2

2





хх
ххху ; б)  

3
1

23

1






х

хy . 

3.3.30. а)  
23
26

2

2





хх
ххху ; б)   1

2
22 



 ххy . 

 
3.4. Основні правила та формули диференціювання. 

 
ПРАКТИЧНІ РЕКОМЕНДАЦІЇ 

П р и к л а д: Знайти похідні вказаних функцій: 

а) 7
2
14 23  хху ; б) 13

7 3

5
4
х

ху  ; в) xху 9logcos  ;  
 

г) 
x

xу
ln

arcsin ;  д)  xxtgу 43  . 
 

Розв’язання: 
Для знаходження похідних функцій користуємося таблицею похідних (Табл. 

1 додатку). 

а) 7
2
14 23  хху . 

 хххху   21213 1202
2
134 ; 

 

б) 13
7 3

5
4
х

ху  .  

Скористаємося властивостями степеня  m
n

m n aа  , m
m

a
a

1 , отримаємо: 

137
3

13
7 3

5
4

5
4  хх
х

ху .  

Тоді похідна функції  
147 4

147
4

1131
7
3

5
52

7
3

5
52

7
313

5
4

7
3

хх
хххху  

. 

 
в) xху 9logcos  .  
Скористаємося формулою похідної добутку:   vuvuuv  , тоді 

   
9ln

1coslogsinlogcoslogcos 999 x
xxxxxxxу     

г) 
x

xу
ln

arcsin .  

Скористаємося формулою похідної частки: 
2v

vuvu
v
u 










 , тоді 
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   
x

x
xx

x
x

xxxxу
2

2

2 ln

1arcsinln
1

1

ln
lnarcsinlnarcsin





. 

 
д)  xxtgу 43  . Враховуючи, що функція складена, то її похідна 

дорівнюватиме:    
 43

42cos

1
42

1 2

33






 x

xxxxtg
у . 

 
Індивідуальне завдання 

3.4. Знайти похідні вказаних функцій: 

3.4.1. а) ххху 2
2
14 25  ; б) хеу х ln ; 

в) 
x

xу
sin

2

 ; г) 5
12 )56(log  xy . 

3.4.2. а) xхху 12
4
14 23  ; б) xсtgху  ; 

в) 
x

eу
x

arccos
5

 ; г) xу 2arccosln . 

3.4.3. а) ххху 27
4
1 28  ; б) xаrccоsху 5log ; 

в) 
х

хху
24 94 

 ; г)  хx
у


 26 2ln

3 . 

3.4.4. а) xхху 3
14
14 76  ; б) xсоsxу 2log ; 

в) 
tgx

xу  ; г) xy sin . 

3.4.5. а) 52

5
17 хху  ; б) 3 хtgху  ; 

в) 
x

ху
cos
5

 ; г) 
52

254
4

6





хх

ху . 

3.4.6. а) ххху 4
4
12 23  ; б) ху х sin2  ; 

в) 
x

eу
x

cos
 ; г) xу 8lnsin . 

3.4.7. а) 2
3
24 32  хху ; б) хаrcеу х sin ; 

в) 
x

xу
ln

 ; г) 
4


x

xy . 

3.4.8. а) 
х

хху 12 23  ; б) хху 3sin  ; 
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в) 
x

tgxу  ; г) 5ln arctgxy  . 

3.4.9. а) 2
6
12 67  хху ; б) xху 7log ; 

в) 
х

arctgxу  ; г) 4ln 2  хarctgу .  

3.4.10. а) 73

7
1 хху  ; б) xсоsxу ln ; 

в) 
x

ху 256 
 ; г) )3(arcsin7  xarctgy . 

3.4.11. а) 7
7
1 73  хху ; б) 3 хеу х  ; 

в) 
tgx

xу  ; г) 
52

254
4

6





хх

ху . 

3.4.12. а) 2
7
1 73  хху ; б) 37 ху х  ; 

в) 
аrctgx

xу 1
 ; г) 

x
xxy

4
ln 2 

 . 

3.4.13. а) ххху 22
8
1 28  ; б) xаrccоsху 2log ; 

в) 
4

93
2

24





х

хху ; г)  хx
у

24ln
3
25 

 . 

3.4.14. а) xхху 9
21
13 76  ; б) xarcсоsxу 3log ; 

в) 
tgx

xу  ; г) 
42

169
23

2





ххх

ху . 

3.4.15. а) 52

10
137 ххxу  ; б) 5 хtgху  ; 

в) 
x
xху

cos
5 2 

 ; г) 
52

254
4

6





хх

ху . 

3.4.16. а) ххху 4
4
12 23  ; б) хху sin2  ; 

в)  x
eу

x

2cos

2

 ; г) 
96

94
3

24





хх
хху . 

3.4.17. а) ххху 2
3
22 32  ; б) аrcсоsхеу х  ; 

в)  88cos
8




x
у

x

; г) 
4


x

xy . 
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3.4.18. а) 
х

хху 372 23  ; б) 17sin  хху ; 

в) 
55 


x
tgxу ; г)    

8ln
2323 2





х

xxу . 

3.4.19. а) 237 2
6
12 ххху  ; б)   xхху 7

2 log12  ; 

в) 
7


х

arctgxу ; г) 4ln 2  хarctgу .  

3.4.20. а) ххху 3
7
14 73  ; б)   xxу ln1  ; 

в) 
x

хху 23 6 
 ; г) 

483
1625

2

4





хх

ху . 

3.4.21. а) ххху 2
2

13 25  ; б)   хху ln33 3  ; 

в) 
x

xу
sin

33 2 
 ; г) 3

2 )52(log  xy . 

3.4.22. а) xхху 11
3
13 23  ; б) xtgху 4 ; 

в) 
x

xу
x

arcsin
5 5

 ; г) xу 5cosln . 

3.4.23. а) ххху 45
4
1 28  ; б)   xхаrccоsу 3log4  ; 

в) 
х
хху





4

92 24

; г)  хx
у

42log
3

25 
 . 

3.4.24. а) xхху 3
4
17 66  ; б) xсоsxу ln ; 

в)  xxtg
xу
22 ; г) 3 1sin  xy . 

3.4.25. а) 32

5
17 ххxу  ; б) 4 33xхtgху  ; 

в)  x
ху

5cos
5

 ; г) 
52

5
3

6





хх

ху . 

3.4.26. а) ххху
7
1

4
12 23  ; б)  2sin2  ху х ; 

в) 
x

eу
x

cos
 ; г)  88lnsin xу x  . 

3.4.27. а) 2
3
24 32  хху ; б)  хх eаrcеу sin ; 
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в) 
x

xу
ln

 ; г) 
4
4





x
xy . 

3.4.28. а) 
х

хху 22 23  ; б) хху 33  ; 

в) 
x

tgxу



3

; г)  5ln tgxy  . 

3.4.29. а) 2
6
12 67  хху ; б)   xху 7

3 log9  ; 

в) 
х

arctgxу  ; г)  4ln 2  хtgу .  

3.4.30. а) 73

7
1 хху  ; б) xсоsxу ln ; 

в) 
25
256





x

ху ; г) )3(arcsin7  xtgy . 

 
3.5. Особливі випадки диференціювання. 

 
П р и к л а д : Знайти похідну від вказаних функцій: 

а) 4)ln()sin(  yxyx ; б) 
 
 







1sin
1cos

2

2

ty
tх

; 

в)   xхху 4sin23 43  ; г) )1(log sin xy x  . 
Розв’язання: 

а) 4)ln()sin(  yxyx . 
Дана функція задана неявно, тому знаходимо похідну від лівої та правої 

частини, пам’ятаючи, що y  є деякою функцією від x :  
 '4))'ln()(sin( yxyx  

     0)ln()sin( yxyx  



 0'1)'1()cos(
yx
yyyx  

xy
yx

yx (cos(1)cos( 


 .1)cos(

1)cos(
'0)1)

yx
yx

yx
yx

y
yx

y










  

б) 
 
 







1sin
1cos

2

2

ty
tх

 – функція задана параметрично, тобто у вигляді
 
 







ty
tх




, 

тому її похідна обчислюється за формулою: 
t

t
х x

уу



 . 

 
   1

21cos
21sin 2

2

2








 ttg
tt
tt

x
уу

t

t
х . 

 



23 
 

в)   xхху 4sin23 43  . 
Функція задана у вигляді )()()( xvxuxf  , тому прологарифмуємо функцію 

зліва та справа за основою е:  
  xхху 4sin23 43lnln  , або  43ln4sinln 23  ххxу ; 

Для знаходження похідної скористаємося формулою добутку: 

 x
y

y 4cos41    xx
xx

xхх 63
43

14sin43ln 2
3

23 


 ; 

Тоді шукана похідна: 

 xy 4cos4    xхх 4sin23 43   





43
634sin43ln 3

2
23

xx
xxxхх   

xхх 4sin23 43  

г) )1(log sin xy x  . Перейдемо до нової основи логарифма (наприклад е), 

скориставшись формулою: 
a
bba ln

lnlog  , тоді )1(log sin xy x 







 2)sin(ln
)sin(ln)1ln(sinln)1(ln(

sinln
)1ln(

x
xxxxy

x
x





x

x
x

xx
xx

sinln

cos
sin

1)1ln(sinln
2

1
1

1

2

xxx

xxxxx
x

sinlnsin)1(

)1ln()1(cossinlnsin
2

1

2


 . 

 
Індивідуальне завдання 

3.5. Знайти похідну функції, заданої неявно: 
3.5.1. 3322 ухxууx  ; 3.5.2. yаrcctgхarctgy  ; 
3.5.3. уctgxyx  )sin( ; 3.5.4. 22)sin( ухxy  ; 
3.5.5. хууx 423  ; 3.6.6. ухyx  333 ; 
3.5.7. 22sin ухyх  ; 3.5.8. 1)ln( 2  yxуx ; 
3.5.9. ухyx  222 ; 3.5.10. ухyx  cossin ; 
3.5.11.     2cossin уxyxy  ; 3.5.12. 22sin ухxy  ; 
3.5.13. 323 хуxууx  ; 3.5.14. хyаrctgхartgy  ; 
3.5.15. хууx 52 33  ; 3.5.16.     3cossin уyxyx  ; 
3.5.17. yхctgхtgy  ; 3.5.18. ухyуx   333 ; 
3.5.19. ухуx 253 33  ; 3.5.20. 55sin ухyх  ; 
3.5.21.     уxyyx 11cossin  ; 3.5.22. 22sin ухxе у   
3.5.23. yххy  lnln ; 3.5.24.   3sin xуyx  ; 
3.5.25.   3cos уxyx  ; 3.5.26. yхectgхtgy  ; 
3.5.27.   yххyx  ln2ln ; 3.5.28.   22sin ухyxе у  ; 
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3.5.29. yххy  2ln2ln ; 3.5.30.   32arcsin xуyx  . 
 

3.6. Знайти похідну функції, заданої параметрично: 

3.6.1. 







243

2

tty
ttх

; 3.6.2. 







76
43

2

2

tty
ttх

; 

3.6.3. 
 
 







23log
ln

2
2

2

tty
ttх

; 3.6.4. 
 
 







tty
ttх

2
5

2

log
2ln

; 

3.6.5. 
 
 







tty
tttх

4cos1sin
sincos 2

; 3.6.6. 









 tey

teх
t

t

4cos
4
1

sin7
; 

3.6.7. 
 
 







tty
ttх

4cos1sin
4sin1cos

; 3.6.8. 
   
 






ttty
tttх

4cossin
4sincos

2

2

; 

3.6.9. 







tey
teх

t

t

4cos
sin

; 36.10. 







 tey
teх

t

t

2cos
sin2

; 

3.6.11. 
 
 







tttty
tttх

22

2

ln
22ln

; 3.6.12. 
 
 







5
5

2
2

5log
2log
ty

ttх
; 

3.6.13. 







tty
еех tt

43

2

; 3.6.14. 







24
3

2

ttеy
ttх

; 

3.6.15. 







t

е

еtty
tttх
24

4
3

2

; 3.6.16. 







t

е

еtty
tttх
24
432

23

2

; 

3.6.17. 
 
 







tttty
tttх

93log
322log

22
9

2
3 ; 3.6.18. 

 
 







232

2

ln
2ln

ttty
tttх
; 

3.6.19. 







tty
х tt

42
42

3

2

; 3.6.20. 







etty
х tеt

3

1010
2

; 

3.6.21. 
 
 







tty
ttх

2cos2sin
3sin3cos

2

3

; 3.6.22. 
 
 







tty
ttх

4cos1arcsin
4sin1arccos

; 

3.6.23. 
 
 







tty
ttх

4arccos1sin
4arcsin1cos

; 3.6.24. 
 

 






tty
ttх

4cos1sin
4sin1cos

; 

3.6.25. 







76
43

2

2

tty
ttх ; 3.6.26. 








5 3

3 2

4tty
ttх ; 

3.6.27. 
 
 








5
5

2
2

5log
2log
ty

ttх
; 3.6.28.  

 








 t

ttt

tty
х

23

2

42
42

2

; 

3.6.29. 
 
 











t

t

ty
tх

4

4

4cos
4sin

; 3.6.30. 
 
 







ty
tх

4cosarcsin
4sinarccos

. 
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3.7. Знайти похідну функції, користуючись правилом логарифмування: 

3.7.1. 
4

2
12









 

x

x
xу ; 3.7.2.   22

2cos1  xxу ; 

3.7.3.   42 13  xxху ; 3.7.4.  xх хеу cos ; 

3.7.5.
хе

х

x
еу 






 

44 ; 3.7.6.   хxу 421 ; 

3.7.7. 10)10(  xxy ; 3.7.8. tgx
xy )7(log ; 

3.7.9.   xxxу cos23  ; 3.7.10. 
x

x
у 






 

43 ; 

3.7.11. 
хх

x
у









 

2

43 ; 3.7.12.   2323 43 ххxxу  ; 

3.7.13. 






 







 

2

2
1

2

2
1 хх

xxу ; 3.7.14. 
34

23

2
1

3
1 







 

х

xxу ; 

3.7.14. 
 22

2

2
1 хх

xxу








  ; 3.7.15. 

х

xxу 





  2

2
1 ; 

3.7.16. 
х

x
xу 






 

1 ; 3.7.17. 
х

ххху 





  2

2
14 25 ; 

3.7.18.   хх хеу ln ; 3.7.19. 
1

23 12
4
14









 

х

xхху ; 

3.7.20.   х
xсtgху  ; 3.7.21. xаrccоsху 5log  

3.7.22.  3

5log хxу  ; 3.7.23.   xаrccоsху 5log ; 

3.7.24. 
x

ххху
sin

28 27
4
1







  ; 3.7.25.   xсоsxу 2log ; 

3.7.26.  tgxxу 2log ; 3.7.26.  xxy sin ; 
3.7.27.  3 хtgху  ; 3.7.28.   хху sin2 ; 
3.7.29. xху 7log ; 3.7.30.   х

ху 3sin . 
 

3.6. Диференціал функції. Застосування диференціалу до наближеного 
обчислення функції. 

 
П р и к л а д 1: Знайти наближено значення функції 3 2 5105  хху  при 
03,4х . 

Розв’язання: 
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Значення функції обчислимо за формулою:     ххухуу  00 . 
Нехай 40 х , тоді 03,00  ххх . 
  5125541045 33 2

0 ху ; 

 3 2 51053
1010





хх

ху ;     3
2

253
50

5410453
104104

3 2








у ; 

    01,503,0
3
2500  ххухуу . 

П р и к л а д  2: Знайти наближено 63sin . 
Розв’язання: 

Значення функції обчислимо за формулою:     ххухуу  00 . 

Нехай ху sin , 63х , 60х , тоді  0ххх 052,0
180

14,333 


 . 

  866,0
2
360sin0  ху ; 

  5,0
2
160cos60  у ; 

    892,0052,05,0866,060sin 00  ххуху . 
 

Індивідуальне завдання 
3.8. Обчислити наближено значення функцій за допомогою диференціала: 
3.8.1. 502,4 ; 3.8.2. 3 128 ; 3.8.3. 43sin ; 
3.8.4. 802,1 ; 3.8.5. 50 ; 3.8.6. 46tg ; 
3.8.7. 61ctg ; 3.8.8. 5 33 ; 3.8.9. 29cos ; 
3.8.10. 64sin ; 3.8.11. 62cos ; 3.8.12. 301,1 ; 
3.8.12. 3 9 ; 3.8.14. 86cos ; 3.8.15. 15 ; 
3.8.16. 4 15 ; 3.8.17. 46cos ; 3.8.18. 301,2 ; 
3.8.19. 397,0 ; 3.8.20. 2cos ; 3.8.21. 66 ; 
3.8.22. 3 28 ; 3.8.23. 47tg ; 3.8.24. 596,0 ; 
3.8.25. 4 81 ; 3.8.26. 40tg ; 3.8.27. 120 ; 
3.8.28. 3 68 ; 3.8.29. 32tg ; 3.8.30. 502,1 . 
 

3.7. Застосування похідної до дослідження динаміки функції 

П р и к л а д : Дослідити функцію і побудувати її графік: 
12 


х

ху .     

Розв’язання: 
1. Елементарні дослідження:  

Область визначення функції :       ;11;11;х . 
Точки перетину графіка функції з осями координат:  
 0;0  − єдина точка перетину з віссю абсцис та ординат. 
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Функція непарна, так як:   
  11 22 







х
х

х
хху . Отже графік функції 

симетричний відносно початку координат. 
 

2. Дослідження точок розриву: 






 0

1
1

lim 201 x
x

x
; 




 0
1

1
lim 201 x

x
x

;  


 0

1
1

lim 201 x
x

x
; 




 0
1

1
lim 201 x

x
x

.  

Отже, 1х  і 1х  − вертикальні асимптоти. 
 

3. Знаходження похилих асимптот: 
Похилі асимптоти визначатимемо за формулою: bkху  . Для цього знайдемо 
невідомі коефіцієнти k  і b : 

  00
1

1limlim 2 

















 xx
xfk

xx
. 

   0
1
0

1
lim

1
limlim

22

2

2

2 








хx
x

x
x

x
xkxxfb

xxx
. 

Тоді рівняння асимптоти набуватиме вигляду: 0у . 
 

4. Дослідження функції на монотонність: 
Знайдемо першу похідну функції: 
 

       22

2

22

2

22

22

22

2

1
1

1
1

1
12

1
21


















х

х
х

х
х

хх
х

ххху . 

Прирівняємо першу похідну до нуля:   0
1

1
22

2






х

х .  

Так як рівняння не має розв’язків, то критичних точок першого роду не має. 
Тому на числовій осі 0Х позначаємо лише точки розриву функції:  
                      −                      −                   −              х 
 

 –1                       1 
Отже, функція спадає на всій області визначення. 

 
5. Дослідження на опуклість та ввігнутість: 
Знайдемо другу похідну функції: 

     
 

   
  








 42

222

42

2222

1
22112

1
212112

х
хххх

х
ххххху  

 
 32

2

4
32





х

хх . 
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Прирівняємо другу похідну до нуля:  
  0

4
122

32

2





х

ххх , 0х  − критична 

точка другого роду. Визначимо знаки другої похідної на отриманих інтервалах: 
 

                      −                +           −             +              х 
    

 –1            0          1 
Отже, функція опукла вниз на проміжках:     ;10;1х , опукла вгору − 
   1;01; х . Точка (0; 0) – точка перегину. 
6. Побудова графіка функції: 

 
Індивідуальне завдання 

3.9. Дослідити функцію і побудувати її графік:    

3.9.1.
2


х

ху ; 3.9.2. 
2

4



х

ху ;  3.9.3. 
2


х

ху ; 

3.9.4. 
 22


х

ху ; 3.9.5. 
92 


х

ху ; 3.9.6. 
92 


х

ху ; 

3.9.7. 2

2 1
х

ху 
 ;  3.9.8. 

х
ху 12 

 ; 3.9.9.
4

3
2 


х

ху ; 

3.9.10. 
1
2

2 



х
ху ;  3.9.11. 

 22


х
ху ; 3.9.12. 

4
4

2

2





х
ху ; 

3.9.13. 
1
2





х
ху ; 3.9.14. 2

1
х

ху 
 ;  3.9.15. 

1
2
2 


х

ху ; 

3.9.16. 2

1
х

ху 
 ; 3.9.17. 

1
1

2

2





х
ху ; 3.9.18. 

5
5



х

ху ; 

3.9.19. 2

2
х

ху 
 ; 3.9.20. 

9
9

2

2





х
ху ; 3.9.21. 

1
4




х

ху ; 

3.9.22. 
 21

1




х
ху ; 3.9.23.  

 хх
ху

2
1




 ; 3.9.24. 2

4
хх

у


 ; 

X

Y

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

0
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3.9.25. 3

1
х

ху 
 ; 3.9.26. 

  12 


хх
ху ; 3.9.27. 

2
4




х

ху ; 

3.9.28. 
 1

1




хх

ху ; 3.9.29. 
  12

1





хх
ху ; 3.9.30. 

 2
1



хх

у . 

МОДУЛЬ 4. ІНТЕГРАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ ФУНКЦІЇ 
4.1. Невизначений інтеграл. Основні методи інтегрування 

 
ПРАКТИЧНІ РЕКОМЕНДАЦІЇ 

П р и к л а д: знайти невизначені інтеграли:   

а)  dxххх 12
4
15 43  ; б) dx

x
xx )7( 3

3 5  ; 
в)   dxx )49cos( ;  
 

г)  dх
x
xln ; 

 д) dxx ln . 
 

Розв’язання: 
Для знаходження невизначеного інтеграла користуємося таблицею інтегралів 

(табл. 2 додатку). 

а)       dxxdxdxxdxхdxххх 2
4
1512

4
15 4343  

  СххххСхххх












2

54111413

204
5

11
2

14413
5 . 

б) dxxdx
x

dxxdxxdx
x

xx  2
1

3
3 5

3
3 5 7)7(    dxxdxx 33

5

7  























 Cxxxdxxхх
13

7
1

3
51

2
17

1
3
51

2
1

1313
512

1

3

1
3
51

2
1



3
8

2
3

3
8

2
3

xx






Cx
2

7
2

 

.1
2
7

8
3

3
2

2
7

2
3 83

2

C
x

xxCx







 

в) 






  Ctdttdtt
dtdx
dtdx

tx
dxx sin

9
1cos

9
1

9
1cos

9
1

9
49

)49cos(

.)49sin(
9
1 Cx   

(У даному випадку користувалися заміною змінної). 

г) .ln
2
1

2
1lnln 22 CxCtdttdt

x
dxtxdx

x
x

   

(У даному випадку користувалися заміною змінної). 

д) 


  Cdxxxdx
x

xxx
vxdvdx

du
x

dxuxdxx ln1ln
;

;lnln .ln Cxxx   
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(В даному випадку користувалися формулою інтегрування частинами: 
   .duvvudvu  

 
 

Індивідуальне завдання 
Знайти невизначені інтеграли: 

4.1.1. а) dx
х

хх )3210( 5 2  ; б) dxхх  432 ; в)    dхx 1ln . 

4.1.2. а) dxxхх )cos
7
110( 2  ; б) dxхх  965 ; в)  dx

xсоs
x

 52 . 

4.1.3. а) dxxхх )cos5
5
1( 5  ; б) 

   123
3

2x
dx ; в)   dхxx 3ln . 

4.1.4. а) dx
х

хх )310( 4 5  ; б) dx
е

е
х

х

  42 ; в)   dхxx 5ln . 

4.1.5. а)  dxхх 2
6
12 7 65 7  ; б) 

   143 2x
dx ; в) dx

xсоs
x

 92 . 

4.1.6. а)  dxхх 274 2  ; б)  dx
х
x


1cos 2

; в) dx
xсоs

x
 72 . 

4.1.7. а) dx
х

хх )543( 35 2  ; б)  dxx  55cos ; в) dx
х

x
 3

ln . 

4.1.8. а) dxxхх )sin1210( 7 4  ; б) dx
x

x


ln ; в) dxхе
х3

 . 

4.1.9. а) dx
х

хх )124( 5 27 3  ; б) dx
x

x


3 2ln ; в)   dxех
х10

10  ; 

4.1.10. а) dx
х

хх )43
3
1( 103 2  ; б) dx

xx 3 2ln
2 ; в)   хdxsіnх 72 2

  . 

4.1.11. а) dx
x

x )1(
4 11

4  ; б) dx
xx ln

2 ; в)   хdxsіnх 24 2

  . 

4.1.12. а) dx
x

x )617(
9 5

2  ; б) dx
xx 6ln

2 ; в) хdxosсх 42 . 

4.1.13. а) dx
x

x )1(
4 5

3  ; б) dx
е
е
х

х


1

; в) хdxosсх 52 . 

4.1.14. а) dx
x

x )1(
4 7

7  ; б) dx
xx 2ln

2 ; в) osхdxсх 2 . 

4.1.15. а) dx
x

x )1(
7 12

9  ; б) dx
е

е
х

х

  4
; в)   dxех х223  . 

4.1.16. а) dx
x

x )1(
5 6

3  ; б) dxе
х46

 ; в) dx
xсоs

x
 42 . 
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4.1.17. а) dx
x

x )1(
6 5

11  ; б) dxхх  932 ; в) dx
x

x
 3sin 2 . 

4.1.18. а)  dx
х

х 123 4
3 2  ; б) dx

х
х

 15

4

; в)  xdхx ln . 

4.1.19. а)  dx
х

х 2
3
14 3

7 8  ; б)  х
dx

2sin 2 ; в) dx
х

x
 3

ln . 

4.1.20. а) dxх
x

x )21(
3 2

7  ; б)    x
dx

43sin 2
; в) dx

х
x

 2

ln . 

4.1.21. а) dx
х

хх )43
3
1( 32  ; б) 


dx

х 1
45 ; в)   osхdxсхх  22 . 

4.1.22. а) dxxхх )cos
7
110( 3 2  ; б)   х

dx
31

; в)   osхdxсх  22 . 

4.1.23. а) dxxхх )cos5
5
1( 3 2  ; б) 

   143 2x
dx ; в)  sіnхdxх  46 . 

4.1.24. а) dx
х

хх )310( 3 5  ; б) 
 291 х
dx ; в)  sіnхdxхх  23 . 

4.1.25. а)  dxхх 2
6
12 5 63 7  ; б)   х

dx
83

; в)  sіnхdxх  26 . 

4.1.26. а)  dxхх 2743 2  ; б) dx
е

е
х

х

  42 ; в) dxxх ln2 . 

4.1.27. а) dx
х

хх )543( 3 2  ; б) dx
xx 5ln

1 ; в)   dxехх
х

  122 . 

4.1.28. а) dxxхх )sin1210( 3 4  ; б) dx
x

x


2ln ; в) dxхе
х 12 

 . 

4.1.29. а) dx
х

хх )124( 3 23  ; б) dx
х

х
 1

4
4

3

; в)   dxех
х

 12 . 

4.1.30. а) dx
х

хх )43
3
1( 3 2  ; б)  dх

x
x3ln ; в) dxхе х

 . 

 
4.2. Інтегрування виразів, що містять в знаменнику квадратний тричлен. 

Інтегрування раціональних дробів 
 

ПРАКТИЧНІ РЕКОМЕНДАЦІЇ 
П р и к л а д: знайти невизначені інтеграли:   

а)   842 хх
dx ; б) 

 2962 хх
dx ; в)   dx

хх
х

 


352
172 . 

Розв’язання: 
Для прикладів а) та б) виділимо із квадратного тричлена повний квадрат: 

а)   842 хх
dx . 
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    2222222 22428222284  хххххх . Тоді: 

 
Схarctg

х
dх

хх
dx








  2

2
2
1

2284 222 . 

б) 
 2962 хх

dx . 

        313211323269962 2222 ххххххх
 22

133  х . Тоді: 

 
Схarcsіn

х

dx
хх

dx 





 3
13

3
1

133962 222
. 

в)   dx
хх

х
 


352

172 . 

Нехай, 

  
   
      



















352
523

352
523

352352
172

хх
ВВхААх

хх
хВхА

х
В

х
А

хх
х  

   
   





352

352
хх

АВхВА  







1735
22

АВ
ВА

. 

Розв’язавши отриману систему, маємо 4А , 1В . Тобто дріб можна 

представити у вигляді суми дробів:    3
1

52
4

352
172











хххх

х , а заданий 

інтеграл у вигляді суми інтегралів: 

   

















  Cxx
x
dx

x
dx

х
dx

x
dxdx

хх
х ln3ln52ln

2
4

352
4

352
4

352
172

 
3
52lnln3ln52ln

2
2





x
xCCxx . 

 
Індивідуальне завдання 

Знайти невизначені інтеграли: 

4.2.1.  а)   1072 хх
dx ; б) dx

хх
х

 


2

43 . 

4.2.2. а)   544 2 хх
dx ; б)   dx

хх
х

 


2312
3 . 

4.2.3. а) dx
хх  56

1
2 ; б)   dx

хх
х

 


2312
1317 . 

4.2.4. а) dx
хх
 22

1
2

; б)   dx
хх
х

 


35
21 . 

4.2.5. а) dx
хх  544

1
2 ; б)   dx

хх
х

 


21
75 . 
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4.2.6. а) 
 2962 хх

dx ; б) dx
хх

х
 


22

13
2

. 

4.2.7. а) 
 234 хх

dx ; б) dx
хх

х
 


127

2
2 . 

4.2.8. а)   469 2 хх
dx ; б) dx

хх
х

 


544
14

2 . 

4.2.9. а)   462 хх
dx ; б) dx

хх
х

 


56
9

2 . 

4.2.10. а) 
 234 хх

dx ; б) dx
хх

х
 


3

3

4
1 . 

4.2.11. а) dx
хх
 24

1
2

; б) dx
хх

хх
 


4

84
3

5

. 

4.2.12. а)   41616 2 хх
dx ; б)   dx

хх
хх

 

2

42 2

. 

4.2.13. а) dx
хх
 224

1
2

; б)   dx
хх

хх
 


15

142 2

. 

4.2.14. а)   469 2 хх
dx ; б)    dx

ххх
х

 


321
1814 . 

4.2.15. а) dx
хх

 22
1

2
; б)   dx

хх
хх

 


34
852

. 

4.2.16. а) dx
хх  584

1
2 ; б) 

   dx
хх  11

1
22 . 

4.2.17. а) 
 29122 хх

dx ; б) dx
ххх

х
 


52

157
23 . 

4.2.18. а) 
 2434 хх

dx ; б)   dx
х

хх
 


22

3

2
1 . 

4.2.19. а)   462 хх
dx ; б)   dx

х  421
1 . 

4.2.20. а)   4102 хх
dx ; б) dx

хх
хх

 


3

2 323 . 

4.2.21. а) 
 2310 хх

dx ; б) dx
хх

х
 


127

32
2 . 

4.2.22. а)   4168 2 хх
dx ; б) dx

хх
х

  23
24

. 

4.2.23. а) dx
хх
 284

1
2

; б)   dx
хх

х
  12 2

4

. 

4.2.24. а)   42025 2 хх
dx ; б)    dx

ххх
х

 


321
1814 . 
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4.2.25. а) dx
хх

 42
1

2
; б)   dx

хх
хх

 


34
852

. 

4.2.26. а) dx
хх  588

1
2 ; б) 

   dx
ххх  321

1 . 

4.2.27. а) 
 29181 хх

dx ; б) dx
ххх

х
 


45

25
23

3

. 

4.2.28. а) 
 21634 хх

dx ; б) 
 

dx
х
х

 


3

2

1
1 . 

4.2.29. а)   4625 2 хх
dx ; б)   dx

хх  21
1 . 

4.2.30. а)   4109 2 хх
dx ; б) dx

х
х

  4

2

1
. 

 
4.3. Інтегрування деяких тригонометричних виразів 

 
ПРАКТИЧНІ РЕКОМЕНДАЦІЇ 

П р и к л а д: знайти інтеграли: 

а) хdхxcоssіn 73 ; б)   cоsхsіnх
dx

2
; 

в) dхxsіn 2 ; г) хdхxсоssіn 23 . 
Розв’язання: 

а)        dххsіnхsіnхdхxcоssіn 7373
2
173     dххsіnхsіn 104

2
1  

   Схcоsхcоsdххsіnхdхsіn 10
10
1

2
14

4
1

2
1104

2
1

хcоs4
8
1

хcоs10
20
1

С ; 
б) використаємо універсальну тригонометричну підстановку tgxt  . Звідки 

21
2

t
tsіnх


 , 2

2

1
1

t
tсоsх




 ; 21
2

t
dtdх


 . Тоді: 










 

2

2

2 1
1

1
22

1
2

2
t
t

t
t

t
dx

cоsхsіnх
dx

 











  52
2

14
2

1
14

1
2

22

2

2 t
dt

tt
dt

t
tt

t
dx

 





 Схtg

хtg

52
2

52
2ln

52
12 Схtg

хtg






52
2

52
2ln

5
1 ; 
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в) 

Cxsіnx


4
2

2
; 

г)       соsххdсоsхсоsхdххsіnхсоssіnхdхxсоssіn 222223 1   

  соsxхdсоs 2   Схsіnхsіnсоsxхdсоs   43

43
4 . 

Індивідуальне завдання 
Знайти невизначені інтеграли: 
 

4.3.1. а) dххxsіnsіn
3

22 ; б)  sіnх
dx . 

в) dххсоs 5 ; г)  dххсоs 24 ; 

4.3.2. а) dххxсоssіn 26 ; б)   sіnх
dx
41

. 

в) dххсоs 7 ; г)  dххсоs 44 ; 

4.3.3. а) dххсоsхсоs 42
; б)   cоsх

dx
2

. 

в)  dххсоs 34 ; г) dх
хsіn
хсоs

 4

3

; 

4.3.4. а) dххxсоssіn 26 ; б)   sіnх
dx
45

. 

в) dхxsіn 22 ; г) dххxсоssіn 34 ; 

4.3.5. а) dххсоsхсоs 32
; б)   sіnх

dx
25

. 

в) dхxsіn 22 ; г) dххxсоssіn 32 ; 

4.3.6. а) хdхxsіnsіn 25 ; б)   cоsх
dx
32

. 

в) dххсоs 42 ; г) хdхxсоssіn 45 ; 

4.3.7. а) dхххсоssіn 52 ; б)   cоsхsіnх
dx

23
. 

в) dххсоs 







2
2 ; г) хdхxсоssіn 43 ; 

4.3.8. а) dхххсоsсоs 25 ; б)   cоsх
dx

1
. 

в) dххсоs 34 ; г) dххсоs 25 ; 

4.3.9. а) dххсоsхсоs 3 ; б)   cоsх
dx

1
. 

    





    2

2
2
1

2
12

2
121

2
12 xСхsіnххdxсоsdxdxхсоsdхxsіn
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в) dххсоs 32 ; г) dх
хсоs
хsіn

 2

3

; 

4.3.10. а) dхххсоsсоs 39 ; б)   cоsх
dx

2
. 

в) dххсоs 5 ; г) dххxсоssіn 39 ; 

4.3.11. а)   dххsіnxsіn 







 3
2 ; б)   sіnх

dx
2

. 

в)  dххсоs 43 ; г)  dххсоs 104 ; 

4.3.2. а)    dххсоsxsіn 216 ; б)   sіnх
dx
21

. 

в) dххсоs 7 ; г)  dххсоs 44 ; 

4.3.13. а) dххсоsхсоs 















4
3

2
; б)   cоsх

dx
2

. 

в)  dххсоs 54 ; г) dх
хsіn
хсоs

 2

3

; 

4.3.14. а) dххсоsxsіn 





 






 

44
 ; б)   sіnх

dx
45

. 

в)  dхxsіn 32 ; г) dххsіnxсоs 3 ; 

4.3.15. а) dххсоsхсоs 36
; б)   sіnх

dx
5

. 

в)   dхxsіn 122 ; г) dххxсоssіn 72 ; 

4.3.16. а) dххsіnxsіn 





 






  66

 ; б)   cоsх
dx
31

. 

в) dххсоs 82 ; г) хdхxсоssіn 35 ; 

4.3.17. а)    dххсоsхsіn 212 ; б)   cоsхsіnх
dx . 

в) dххсоs 







4
2 ; г) хdхxсоssіn 53 ; 

4.3.18. а)    dххsіnxsіn 53 ; б)   sіnх
dx

2
. 

в)  dхxsіn 22 ; г)  dхxsіn 23 ; 

4.3.19. а)    dххсоsхсоs 3 ; б)   cоsх
dx

1
. 

в)  dххсоs 102 ; г) dх
хсоs
хsіn

 4

3

; 

4.3.20. а) dхххсоsсоs 139 ; б)   cоsх
dx

5
. 
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в)  dххсоs 104 ; г) dхxсоsхsіn 9 ; 

4.3.21. а)   dххsіnxsіn 







 2
2 ; б)  sіnх

dx . 

в)  dххсоs 124 ; г)  dххсоs 23 ; 

4.3.22. а) dххxсоssіn 126 ; б)   sіnх
dx

3
. 

в) dххсоs 7 ; г)  dххсоs 44 ; 

4.3.23. а) dххсоsхсоs 48
; б)   cоsх

dx
21

. 

в)  dххсоs 72 ; г) dх
хsіn
хсоs

 2

3

; 

4.3.24. а)    dххсоsxsіn 7 ; б)   sіnх
dx
45

. 

в)  dхxsіn 42 ; г) dххxсоssіn 32 ; 

4.3.25. а) dххсоsхсоs 















36
; б)   sіnх

dx
23

. 

в)  dхxsіn 82 ; г) dххsіnxсоs 3 ; 

4.3.26. а)    dххsіnxsіn 25 ; б)   cоsх
dx
32

. 

в)  dххсоs 42 ; г) хdхxсоssіn 45 ; 

4.3.27. а) dхххсоssіn 52 ; б)   cоsхsіnх
dx

2
. 

в) dххсоs 







2
2 ; г) хdхxсоssіn 33 ; 

4.3.28. а)    dххsіnxsіn 513 ; б)   sіnх
dx

4
. 

в)  dхxsіn 162 ; г)   dхxsіn 123 ; 
в) dххсоs 34 ; г) dххсоs 25 ; 

4.3.29. а)    dххсоsхсоs 37 ; б)   cоsх
dx
41

. 

в)  dххсоs 52 ; г) dх
хсоs
хsіn

 2

3

; 

4.3.30. а)    dххсоsхсоs 39 ; б)   cоsх
dx

2
. 

в)  dххсоs 25 ; г) dххxсоssіn 37 ; 
4.4. Визначений інтеграл. Формула Ньютона-Лейбніца  

 
ПРАКТИЧНІ РЕКОМЕНДАЦІЇ 
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П р и к л а д: знайти інтеграли: 

а) 
 

7

1 43х
dх ; б) 



5

2
245 хх

dх ; 

в)  

2

0 2



соsх
dх ; г) rсsіnхdха

1

0

. 

 
 
 

Розв’язання: 

а)      
3
22125

3
243

3
2

1
2
1

43
3
143

43 1

77

1 1

71
2
1

7

1







  




 ххdxх

х
dх ; 

б)   2
01

3
2

2945 2

55

2
2

5

2
2










  аrсsіnаrсsіnхаrсsіn
х
dx

хх
dх ; 

в) скористаємося універсальною тригонометричною підстановкою tgxt  . 

Знайдемо 2

2

1
1

t
tсоsх




 ; 21
2

t
dtdх


  і нові межі інтегрування 01 t  при 01 х , та 

12 t  при 
22


х . Тоді:  

3
2

33
2

3
2

1
12

1
2

2 0

11

0
2

1

0
2

2

22

0










 

tаrсtg
t

dt

t
t

t
dt

соsх
dх




3

1аrсtg

33
0

3
2

63
2

3
1

3
2 

 аrсtg ; 

г) виконаємо інтегрування частинами:  










  11

1,
1

, 1

0
2

0

1

2

1

0

аrсsіn
х

хdxхаrсsіnхxv
х

dxdu

dxdvаrсsіnхu
rсsіnхdха  

1
2

100
0

1
2 

хаrсsіn . 

 
Індивідуальне завдання 

Знайти визначені інтеграли: 

4.4.1. а)  



3

2

23 52 dххх ; б) dххсоsхсоs


0 22
3 . 

4.4.2. а)   
3

2

23 54 dххх ; б) dххсоsхсоs


0 42
. 
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4.4.3. а)  



2

2

3 4 dххх ; б) 
4

6

2



 хсоs
dх . 

4.4.4. а)  



2

1

23 12 dххх ; б) 


4

6

2



 хсоs
dх . 

4.4.5. а)   
2

1

23 92 dххх ; б) 
 



 

1

2
3511 х

dх . 

4.4.6. а)   
3

1

23 952 dххх ; б) 
 





13

2 3 х
dх . 

4.4.7. а)   
3

1

23 95 dхххх ; б) 
 





13

2
33 х

dх . 

4.4.8. а)   
3

1

23 95 dхххх ; б) 
  

3

0 1 х
dх . 

4.4.9. а)  



3

1

23 95 dхххх ; б)  

1

0
2 54хх

dх . 

4.4.10. а)  



3

1

23 4 dхххх ; б)  

2

0
2 34хх

dх . 

4.4.11. а)   
2

1

2 4 dхххе х ; б)  

3

2
2 1х
хdх . 

4.4.12. а)  





 

1

0

2

2
14 dхххе х ; б) 





2

1
2

1

х

dх
х

sіn
. 

4.4.13. а)   
4

1

2 4 dхххх ; б) 




13

0
223 хх

dх . 

4.4.14. а)  





 

9

1

2 4
2

1 dхх
х

х ; б)  

2

1
2 45хх

хdх . 

4.4.15. а) 








 

3

1

23 4
2
15 dххх ; б) dххsіn

2

0

2



. 

4.4.16. а)  





 

5

0

245 4
25
1 dхххх ; б)  

 
9

4 1
1

х
dхх . 

4.4.17. а) dxхх 27( 2
1

2






; б)  
2

0
2 4

3 dх
х
х . 

4.4.18. а) dx
х

хх )324(
4

1

 ; б) dххсоsхsіn


0 22
. 

4.4.19. а) dxxхх )122
25

1

2  ; б) 
 

1

5,0
228 хх

dх . 
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4.4.20. а) dxхх 2723 2
27

1

 ; б) 




2

2
1



 соsх
dх . 

4.4.21. а) dx
х

х )54(3
27

1

 ;  б) dxхе
х


1

0

. 

4.4.22. а) dxххх 2
125

1( 53
125

1

 ; б) 



2

2

3





dххсоsсоsх . 

4.4.23. а) dxхх 2
64
1( 44

64

1

 ; б) 
2

1

ln хdхх . 

4.4.24. а) dx
х

хх )310(
25

1

 ; б)  

3

2
2 232 хх

dх . 

4.4.25. а) dx
х

хх )124(
9

1

 ; б)  
1

0

dххе х . 

4.4.26. а) dxxхх )5
4
1( 4

4

1

 ; б)  
1

0

22 dхех х . 

4.4.27. а) dxxхх )
2
1

7
12( 23 2

8

1

 ; б) dххсоsх
3

0



. 

4.4.28. а) dx
х

хх )43( 32
9

1

 ; б)   
2

1

1ln dххх . 

4.4.29. а) dxх
x

х )21(
3 2

8

1

2  ; б)   dххsіnх 
2

0

2 21



. 

4.4.30. а) dx
х

хх )4
3
1( 3 2

16

1

 ; б)  





 

2

0 4
3cos



х . 

 
4.5. Геометричне застосування визначеного інтеграла 

 
ПРАКТИЧНІ РЕКОМЕНДАЦІЇ 

П р и к л а д: за допомогою визначеного інтеграла знайти площу фігури, 
обмежену лініями 2ху  ,  ху  . Зобразити фігуру в системі координат. 

Розв’язання: 
Побудуємо фігуру, площу якої необхідно знайти, та визначимо площу 

обмеженої кривими фігури. Точки перетину кривих 0х  та 1х , тому межі 
інтегрування: від 0 до 1:          

 
1

0

31

0

21

0

2
1

0 32
ххdxххdxS .).(

6
1

3
1

2
1 одкв  
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Індивідуальне завдання 
Обчислити площу фігур, що обмежені лініями. Зробити малюнки: 
4.5.1. 21 ху  ; 72  ху . 4.5.2. 24 ху  ; ху 42  . 
4.5.3. хху 42  ; 4 ху . 4.5.4. хеу  ; хеу  ; 1х . 
4.5.5. 29 ху  ; 12  ху . 4.5.6. 2ху  ; 22 ху  . 
4.5.7. 2ху  ; ху  2 . 4.5.8. 9ху ; 6у ; 0х ; 0у . 
4.5.9. ху 2 ; 6 ху . 4.5.10. 4ху ; 1х ; 0х ; 0у . 
4.5.11. 2ху  ; 02  ух . 4.5.12. 2ху  ; 28 ху  . 
4.5.13. 2ху  ; 65 2  ху . 4.5.14. 3ху ; 4 ух . 
4.5.15. 22 2ху  ; ху  . 4.5.16. 2ху  ; 2ух  . 
4.5.17. 122  ху ; 1х . 4.5.18. ху 12 ; 3х . 
4.5.19. 122  ху ; 7 ух . 4.5.20. 42  ху ; 5х . 
4.5.21. хху 63 2  ; 0х ; 4х . 4.5.22. 432  ух ; 82  ух . 
4.5.23. 32  ху ; ху 2 . 4.5.24. 22ху  ; ху  . 
4.5.25. 42  ху ; ху 3 . 4.5.26. 42  ху ; ху 3 . 
4.5.26. хху 42  ; 3у . 4.5.26. хху 42  ; 5у . 
4.5.27. хху 42  ; 5у . 4.5.28. хху 42  ; 3у . 
4.5.29. 22  ху ; ху  . 4.5.30. 4ху ; 5 ух . 
 

4.6. Рівняння з відокремлюваними змінними 
 

ПРАКТИЧНІ РЕКОМЕНДАЦІЇ 
П р и к л а д: Розв’язати диференціальні рівняння:  

а) 0 уdухdх ; б) 32 хуух  . 
Розв’язання: 

а) 0 уdухdх .  

X

Y

0.5 1 1.5

0.5

1

1.5

2

0
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В заданому рівнянні змінні відокремлені. Інтегруючи обидві частини 

рівняння одержимо: 
222

22 Сух
 , або Сух  22  – загальний розв’язок рівняння. 

б) 32 хуух  .  

Так як у
dy
dx

 , то рівняння набуватиме виду: 32 ху
dy
dxх  . 

Відокремимо змінні, помноживши ліву та праву частину виразу на 3х
dу , тобто: 

dyуdx
х

х 2
3  , 

Дане рівняння є рівнянням з відокремленими змінними: dyуdxx 22
5




. 
Інтегруючи обидві частини рівняння одержимо: 

dyуdxx 22
5

 


, 

3
2
3

32
3

yCx






 3
2

хх
Сy   – загальний розв’язок рівняння. 

 
Індивідуальне завдання 

Знайти загальний розв’язок диференціальних рівнянь:  
4.6.1. 3 25 уху  ; 4.6.2. 5 23 ухуу  ; 4.6.3. 7 25 уху  ; 

4.6.4. 
22 у

dу
х
dх

 ; 4.6.5. 23 уух  ; 4.6.6. 3 25 уху  ; 

4.6.7. 3 2хууу  ; 4.6.8. 4 хууу  ; 4.6.9. ухеу  ; 

4.6.10. 2ууху  ; 4.6.11. 4 3 ухуу  ; 4.6.12. хуух 43  ; 

4.6.13. 3 25 ухух  ; 4.6.14. 5 23 ухуу  ; 4.6.15. 7 25 ухух  ; 

4.6.16. 
33 у

dу
х
dх

 ; 4.6.17. 24 уух  ; 4.6.18. 3 25 ухух  ; 

4.6.19. 3 2хууух  ; 4.6.20. 4 хууух  ; 4.6.21. ухеух  ; 

4.6.22. 2хууху  ; 4.6.23. 4 3 ухуух  ; 4.6.24. 43 уух  ; 

4.6.25. 2уух  ; 4.6.26. 4 3 уху  ; 4.6.27. хуу 4 ; 

4.6.28. 3 24 уху  ; 4.6.29. 5 3хуу  ; 4.6.30. 7 5 уху  ; 
 

 
 

4.7. Однорідні диференційні рівняння 
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ПРАКТИЧНІ РЕКОМЕНДАЦІЇ 

П р и к л а д: Розв’язати диференціальне рівняння: tgх
х
уу  . 

Розв’язання: 
Дане рівняння є однорідним, тому скористаємося заміною xuy  , тоді 

похідна uxuу  . Підставимо покладену заміну у задане рівняння: 

x
xutg

x
xuuxu  , або tguuuxu  ; 

x
dxctgudu   – рівняння є диференційним з відокремлюваними змінними. 

Інтегруючи обидві частини рівняння одержимо: 
Cxsіnu lnlnln  ; 

Cxsіnu lnln  ; 
 Схsіnи  Схаrcsіnи  . 

Так як xuy  , то  Сххаrcsіnу   – загальний розв’язок рівняння. 
 

Індивідуальне завдання 
Розв’язати диференціальні рівняння: 
4.7.1. 0)()(  dyyxdxyx . 4.7.2. 22 xyyyx  . 

4.7.3. 
22

2
ух

хуу


 . 4.7.4. 22

2


х
уу . 

4.7.5. ухууху  22 . 4.7.6. 
у
х

х
уу  . 

4.7.7. уdууdухdх  . 4.7.8. 
x
yyyx ln . 

4.7.9. ууху  2 . 4.7.10.   dухdхухух 222  . 

4.7.11. ухууху  22 . 4.7.12. 
х

хуу 
 . 

4.7.13. 
x
yxtgуyx  . 4.7.14.  dуххууdх  2 . 

4.7.15.   x
x
yarctgуух  . 4.7.16.   хdуdхуху  22 . 

4.7.17. 0)()2( 22  dyyxdxyxх . 4.7.18. 
x
y

х
yy ln . 

4.7.19. 
x
yxуyx cos . 4.7.20.   02 22  dухdххуу . 

4.7.21.  yхуxуху  22 2 . 4.7.22. 4
2









х
у

х
уу . 

4.7.23.   х
x
yсtgуyx  . 4.7.24. 02sin 






  хdуdх

x
уу . 
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4.7.25. 





 

x
yуyх ln1 . 4.7.26.  223 22 уxуух  . 

4.7.27. 
x
yxсtgуyx  . 4.7.28.  dуххууdх  4 . 

4.7.29.   x
x
yarсctgуух  . 4.7.29.   хdуdхуху  22 . 

 
 
 
 
 
 
 

4.8. Лінійні диференційні рівняння 
 

ПРАКТИЧНІ РЕКОМЕНДАЦІЇ 
П р и к л а д: Розв’язати диференціальне рівняння: хуу  2 . 

Розв’язання: 
Дане рівняння є лінійним, так як у  і у  у однаковому степені (першому). 

Тому скористаємося заміною uvy   і vuvuy  . Тоді: 
xuvvuvu  2 , 

  vuxuuv  2 , 








,0
,02

vux
uu

 

Розв’яжемо окремо перше рівняння системи: 
02  uu , 

02  u
dx
du , 

u
dx
 , 

02  dx
u
du , 

02   dx
u
du , 

xeuxu 202ln  . 
Отриманий вираз підставимо в друге рівняння системи: 

00 2   vexvux x , 

02  

dx
dvex x , xe

dx
2 , 

02  dvdxxe x , 
02   dvdxxe x . 

Обчислимо частинами перший інтеграл:  
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 


 dxxexe

vedxdu
dxedvxu

dxxe
x

x

x

x

222

22
2

2

2  
2

2 xxe Ce x


4

2

. 

Тоді, 
2

2 xxe vCe x


4

2

. 

З поставленої умови:  uvy 

2
(

2
2

x
x xee )

4

2

Ce x

 
2
x

xe
C

24
1
  – загальний 

розв’язок диференціального рівняння. 
 

Індивідуальне завдання 
Розв’язати диференціальні рівняння: 
4.8.1. ; 4.8.2. ; 
4.8.3. ; 4.8.4. ; 
4.8.5. ; 4.8.6. ; 
4.8.7. ; 4.8.8. ; 
4.8.9. ; 4.8.10. ; 

4.8.11. ; 4.8.12. ; 

4.8.13. ; 4.8.14. ; 

4.8.15. ; 4.8.16. ; 

4.8.17. ; 4.8.18. ; 

4.8.19. ; 4.8.20. ; 
4.8.21. ; 4.8.22. ; 
4.8.23. ; 4.8.24. ; 
4.8.25. ; 4.8.26. ; 
4.8.27. ; 4.8.28. ; 
4.8.29. ; 4.8.30. ; 
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2 ххехуу 
ууух ln 422 хуух 

  хdуdуеху х  хуу 
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х
у 
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у ln1
 21 ху

х
у 

хеуу 22 
xх

у
22 sin1

1
cos

1




2ххеуух    xухху ln12 
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11

x
у

х
у




хеуу 23 

 хсosхуху  хуух 2
хеуу 22    xухху ln12 

ууух ln ххеху 33 
  хdуdуеху х    xухху ln12 

хеуу  422 хуух 
хеуу  хуух 2
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ДОДАТКИ 
 

Таблиця 1 
Основні правила диференціювання 

 
функція похідна 

ucy   'ucy   
vuy   '' vuy   
vuy   '' vuvuy   

v
uy   2

''
v

uvvuy 
  

 
 

Основні формули диференціювання 
 

№ функція похідна № функція похідна 
1. )(constCy   0y  2. xy   1y  

3. nxy   1 nxny  4. xy   
x

y
2

1
  

5. xay   aay x ln  6. xey   xey   

7. xy alog  
ax

y
ln
1

  8. xy ln  
x

y 1
  

9. xy sin  xy cos  10. xy cos  xy sin  

11. tgxy   
x

y 2cos
1

  12. ctgxy   
x

y
2sin

1
  

13. xy arcsin  
21

1
x

y


  14. arcсоsxy   
21

1
x

y


  
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15. arctgxy   
21

1
х

y


  16. arcctgxy   
21

1
х

y


  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Таблиця 2 
Таблиця невизначених інтегралів 

 

1.   Cxdx  2.  





;
1

1

C
n
xdxx

n
n )1( n  

3.   Cx
x

dx ln  4.   C
a

adxa
x

x

ln
 

5.   Cedxe xx  6.   Cxxdx cossin  

7.   Cxxdx sincos  8.   Cctgx
x

dx
2sin

 

9.   Ctgx
x

dx
2cos

 10.  


C
а
хarctg

аxа
dx 1

22
 

11.  


C
a
x

xa
dx arcsin

2
 12.  


Caxv

ax
dx 22

22
ln  

13.  




C

аx
aх

аах
dx ln

2
1

22
 14.  





C

хa
хa

аxa
dx ln

2
1

22
 

 
 

Правила інтегрування 
 

     wdxvdxxuddxwvu  

  vduuvudv  
     dxxfCdxxfC  

     bkxF
k

dxbkxf 1  
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 3.4. Основні правила та формули диференціювання  
 3.5. Особливі випадки диференціювання  
 3.6. Диференціал функції. Застосування диференціалу до 

наближеного обчислення функції 
 

 3.7. Застосування похідної до дослідження динаміки функції  
    
Модуль 4. Основи інтегрального числення  
 4.1. Невизначений інтеграл. Основні методи інтегрування  
 4.2. Інтегрування виразів, що містять в знаменнику 

квадратний тричлен. Інтегрування раціональних дробів 
 

 4.3. Інтегрування деяких тригонометричних виразів  
 4.4. Визначений інтеграл. Формула Ньютона-Лейбніца  
 4.5. Геометричне застосування визначеного інтеграла  
 4.6. Рівняння з відокремлюваними змінними   
 4.7. Однорідні диференційні рівняння  
 4.8. Лінійні диференційні рівняння  
ДОДАТКИ  
Список рекомендованої літератури  
 
 
 
 



49 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Навчальне видання 
Вища математика 

Збірник завдань для виконання індивідуальних робіт та методичні рекомендації 
для їх виконання для студентів денної форми навчання економічних 

спеціальностей  
 

Мельниченко Олена Петрівна 
 
 
 
 

Редактор  
Комп’ютерна верстка 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



50 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Здано до складання 20.12.2017. Підписано до друку 
Формат Умовних аркушів Тираж 100. Зам. РВУКВ, Оперативний сектор 
поліграфії БНАУ 09117, Біла Церква, Соборна пл., 8, тел. 33-11-01. 


