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VІІІ. ФУНКЦІЇ ДЕКІЛЬКОХ ЗМІННИХ 

§1. Поняття функції декількох змінних. Частинні похідні. 
У функції однієї змінної )(xfy  змінна x  відіграє роль незалежної 

змінної, а змінна y − залежна змінна. В реальності існують функції, коли 
незалежних змінних існує декілька, причому вони незалежні між собою, але 
їх зміна призводить до зміни залежної від них величини. Швидкість 
випаровування води залежить від температури повітря, вологості повітря, 
напрямку та сили вітру, степеня освітленості Сонцем тощо. Об’єм 
паралелепіпеда залежить від довжини, ширини та висоти сторін, а конуса – 
тільки від радіуса основи та висоти.  

Ми будемо називати функцією декількох змінних таку функцію, у якої 
число незалежних змінних не менше двох. Отже, функція двох змінних 

),( yxfz   є найпростішим випадком функції декількох змінних. 
Для будь-якої функції двох змінних можливо зробити графічну 

ілюстрацію. Графіком функції ),( yxfz   називається геометричне місце 
точок ),,( zyx  простору, у яких x  та y  належать множині точок площини 
хОу, а всі точки z  функціонально залежні від x  та y  за законом ),( yxfz  . 
Графік функції може мати вигляд деякої поверхні. Але вже функції з числа 
незалежних змінних, що перевищує число 2 (трьох чотирьох і т.д. змінних), 
геометричного образу не мають. Не дивлячись на це, всі основні поняття та 
висновки теорії функції декількох змінних практично однакові і не залежать 
від числа змінних, тому вивчення таких функцій доцільно проводити саме на 
функціях двох змінних як на самому простому представнику групи. 

Проілюструємо основні поняття і формули для функцій двох змінних, 
оскільки перехід до більшого числа змінних не викликає ніяких труднощів. 
Якщо  yxfz , , то частинні прирости за змінними х, у та повний приріст 
функції визначається за формулами: 

   ухfyхxfzх ,,  ; 
   ухfyуxfzу ,;  ; 

   ухfуyхxfz ,,  . 

Якщо існує 
х
zх

x 


 0
lim , то ця границя називається частинною похідною 

функції  yxfz ,  за змінною х і позначається одним із символів: 
x
z

 , хz .  
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Ця похідна називається частинною похідною по змінній x і позначається 

єдиним символом
x
z

 . 

Якщо для функції однієї змінної похідна 
dx
dy  є відношенням 

диференціалів, то значки z  та x  ніякого змісту не мають, а горизонтальна 

лінія не означає дію ділення. Отже, 
x
z

  − символ, значок для позначення 

частинної похідної.  

Якби 
x
z

  було діленням, то 

x
z

 ∙

y
x

 ∙ 1



z
y  завдяки скороченням, які 

можна було б провести. Але якщо, наприклад, xyz  , то 
y
zx   і 

x
zy  .  

Тоді y
x
z



 , 



y
x − 2y

z , 
xz

y 1



 , а 





















xy
zy

z
y

y
x

x
z 1

2 1
z
z

xy
z . 

Але .11   
Аналогічно визначається частинна похідна за змінною у. Частинна 

похідна за однією із змінних знаходиться за правилами диференціювання 
функцій однієї змінної, при чому друга змінна залишається сталою. 

Приклад: Знайти частинні похідні 
x
z

 і 

y
z

  функцій:  

а) уyххуz 724 23  ; б) уеz х  ; в) 
sіnху

ух
z

32 
 . 

Розв’язання: 
а) уyххуz 724 23  ; 

х
ууу

х
у

x
z 2

323 40
2

1214 

 ; 

741272234 22 

 хухуухух
y
z . 

б) уеz х  ; 

уе
x
z х 

 ;  

у
е

у
z х

2
1



 . 

в) 
sііnх

ухz 32 
 ; 
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








хуsіі

уcоsхуухsііnх
ух

х

x
z

2

2

2
3

32
2

хуsіn

уcоsхуухsіnху
ух

х

2

2

2
3

3



; 


у
z

хуsіі

хcоsхуухsііnх
ух

2

2

2
3

32
3




. 

Якщо ),( yxfz   неперервна і має неперервні частинні похідні, то при 
зміні x  на величину x , а y − на величину y , функція z  змінюється на 
величину повного приросту z  на відміну від частинних приростів:  

);();( yxfyyxxfz  . 

Шляхом доповнення, виходячи з ідеї частинного приросту, одержимо: 

),(),(),(),( yxfyyxfyyxfyyxxfz  . 

Розглянемо першу пару: );();( yyxfyyxxf   є частинним 
приростом функції при зміні x  на величину x  (величина yy   однакова 
для обох виразів). Позначимо його zx .  

Розглянемо другу пару : );();( yyxfyyxxf   є частинним 
приростом zy  функції при зміні y  на величину y  (величина x  однакова в 
обох виразах) 

Отже, маємо: zzz yx  . Частинні прирости є повними аналогами 

приростів функції однієї змінної, тому для них можемо записати:  





 x
x
zzx , 




 y
y
zzy , де   і   − нескінченно малі 

величини, якщо 0x  і 0y . Тоді: 









 y
y
zx

x
zz , де   . 

Ця формула називається формулою повного приросту функції. 
Розглянемо );( yxfz  , де x  та y  є деякі функції від змінної t . Тоді 
);( yxf  стає складеною функцією. Якщо t  одержує приріст t , то x  одержує 

приріст x , y  одержує приріст y , а z  одержує приріст z . Тоді z , як 

повний приріст функції буде: 







 y
y
zx

x
zz , звідки в граничному 

переході (детальне дослідження показує, що 0  при 0dt ) будемо мати: 

dt
dy

y
z

dt
dx

x
z

dt
dz









  . 
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Це формула для знаходження похідної від складеної функції.  
Приклад: Обчислити похідну функції yxz ln)(sin . 
Розв’язання: Нехай yxz ln)(sin , де )(txx  , )(tyy  , тоді 

dt
dyxx

ydt
dxyxxz yy

t   sinln)(sin1ln)(sincos ln1ln .  

Якщо функція однієї змінної задана неявно, то вона має вигляд 
Cyxf );( ,  то її похідна буде дорівнювати: 

y

x

f
fy

dx
dy




                                              (8.1) 

За цією формулою зразу можемо знайти похідну неявної функції. 
Приклад: знайти похідну неявної функції 4)sin(22  yxyx . 
Знайдемо частинні похідні: 

)cos(2)cos(2 33 yxxyxyxyxf
x
f

x 

 . 

)cos(3)()cos(3 2222 yxyxyyxyxf
y
f

y 

 . 

Тоді 
)cos(3
)cos(2

22

3

yxyx
yxxyy




 . 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

Знайти частинні похідні 
x
z

 і 

y
z

  функцій: 

8.1. xyxyyxz  323 124 ;  8.2. yxyxyxz  223 2 ; 

8.3. xyxyxz 223 2332  ; 8.4. уyxyxz  3
2
14 2334 ; 

8.5. cооsxyyxz  234 ; 8.6. s³nxyxxyz  2103 ; 
8.7. xsіnxyyz 2ln 23  ; 8.8. 2242ln sіnyyxyz  ; 

8.9. уyххz 63log2 2
2  ; 8.10. xxyyz 103log 2

3  ; 

8.11. yxz sin ; 8.12. yxz cos2  ; 

8.13. 52 xyxz  ; 8.14. 
у
хz  ; 

8.15. 
yx

xyz


 2
; 8.16. 

10
ln



x

yz ; 

8.17. 
xy

yz ln
 ; 8.18. 

х
yz ln

 ; 
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8.19. 
у

сosxz  ; 8.20. 
ó

arcñosxz  ; 

8.21. уеz ху 2 ; 8.22. 
у

ехz
х

3
22 

 ; 

8.23. 
у

ехz
у

4
22 

 ; 8.24. 
yx

yz



ln ; 

8.25. ysіnxz 334  ; 8.26. 32 cоsyxz  ; 

8.27. 
ух

аrсsіnxz


 ; 8.28. 32

32

yx
yxz


 ; 

8.29.    ухsіnхуz 42ln  ; 8.30. 5
3

5 log3 yхуz  . 
Індивідуальне завдання 

Знайти частинні похідні 
x
z

 і 

y
z

  функцій: 

а) xyх
ny

ухz nnn 412 22   ; б) nnx yez  ; 

в)   nnxxynxtgz  234 ; г)  
y

xnxz n

n

sin
22 

 . 

де n – остання цифра номера студента за списком. 
 

§ 2. Повний диференціал функцій та його застосування 
В попередніх параграфах приведена формула повного приросту функції: 









 y
y
fx

x
fz . 

Величина x
x
f



  називається частинним диференціалом по змінній x , 

y
y
f



  − частинним диференціалом за змінною y  і позначаються: zdx

dx
df

x ; 

zdy
dy
df

y . Тоді сума всіх частинних диференціалів називається повним 

диференціалом функції (для функції двох змінних тільки два частинних 
диференціали, а взагалі їх кількість співпадає з числом змінних). Отже:  

y
dy
dzx

dx
dzzdzddz yx                                      (8.2) 

Розглядання функцій )0,1(  yx zzxz  та )1;0(  yx zzyz  дає: 

dyydxx  ; , тому   dy
y
zdx

x
zdz 








 .  Таким чином: 
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 dzz , звідки dzz ~  (ця рівність тим точніша, чим менші x  та y ). 
Приклад: Знайти повний диференціал функції: )sin(32 yxyxz  . 

).cos(2 3 yxxy
x
z



  ).1()cos(3 22 


 yxyx
y
z  

dyyxyxdxyxxydz  )cos(3())cos(2( 223 . 
Повний диференціал завдяки формулі dzz   знаходить широке 

використання в наближених обчисленнях. 
Приклад: Обчислити 3 3223 1 yxyxxyz  при 99,0x ; 02,2y .  
Маємо: 10 x , 20 y , 01,0x ; 02,0y . Тоді:  

dzzzzz  00 y
y
zx

x
zz 








 0 , де 
x
z

  та 

y
z

  знаходяться в 

точці ),( 00 yx .  

Маємо: 212121213 3223
0 z ;  

2

3
32

3 2223 23
22132)23(

)1(3
1









 xyxy

yxyxxyx
z

12
21

 . 











12
23221)32(

)1(3
1 3

22

3 2223
yxyx

yxyxxyy
z

12
9 . 

Тоді 0025,2
400
12

400
6

400
7202,0

12
9)01,0(

12
212 z . 

Озн: Похідна 
l
z

  функції  yxfz ,  за напрямком   sin,cosl  

обчислюється за формулою: 

 coscos 











AA y
z

x
z

l
z                                           (8.3) 

Обчислення в точці М (х; у) дає швидкість зміни функції в напрямку в 
точці М. 

Озн: Вектор з координатами 
y
z

x
z





 ; називається градієнтом функції в 

точці М, він напрямлений в сторону най скорішої зміни функції і 
позначається так:  

j
y
zi

x
zgradz AA











                                             (8.4) 

Геометрично рівняння  yxfz ,  задає деяку поверхню. Щоб уявити 
собі вигляд поверхні перетнемо її площиною Сz  , де С стала величина. 
Таке рівняння   Сyxf ,  задає в площині ХОУ криву, яка називається 
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ізоквантою. Якщо на ізокванті взяти деяку точку М (х0; у0), то вектор-градієнт 
в цій точці буде перпендикулярним до ізокванти. 

Приклад: Задано функцію 3

2

4
32

у
хz 

 , точку А (–1; 1) і вектор 


а (–12; –

5). Знайти градієнт функції в точці А та похідну в точці А в напрямі вектора 


а . 
Розв’язання: Обчислимо частинні похідні функції в точці А0: 

333 4
4

4
022

у
х

у
х

у
х

x
z






 ;   1

1
1
3)1;1( 






Ау
z ; 

4

2

4

2

4

2

2
3

4
6

4
023

у
х

у
х

у
х

у
z






 ;  

4
3

12
13
4

2

)1;1( 







Ау
z . 

Тоді градієнт функції можна записати у вигляді: 

j
y
zi

x
zgradz AA











 . Тобто: jigradz



4
31 . 

Для запису похідної в точці А в напрямі вектора 


а  використаємо 

формулу:  coscos 











AA y
z

x
z

l
z . 

Для цього зайдемо напрямлені косинуси:  

13
12

25144
12cos

22











ух

х

аа
а ; 

13
5

25144
5cos

22









ух

у

аа

а
 . 

Тоді, 
52
33

52
1548

52
15

13
12

13
5

4
3

13
121 
















dz . 

Відповідь: jigradz



4
31 ; 

52
33

dz . 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
8.31. Задано функцію 323 24 ухyxz   і точку А (1; 1). Знайти градієнт 
функції в точці А. 

8.32. Задано функцію 32 ухху
у
хz   і точку А (1; 4). Знайти градієнт 

функції в точці А. 

8.33. Задано функцію 
2

2

1







 


y
xz  і точку А (2; –3). Знайти градієнт функції в 

точці А. 
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8.34. Задано функцію 
12

4














y

xz  і точку А (–1; 0,5). Знайти градієнт 

функції в точці А. 

8.35. Задано функцію )(xycоsz   і точку А (
2
 ;

2
 ). Знайти градієнт функції в 

точці А. 

8.36. Задано функцію )2( yxsіnz   і точку А (
4


 ;
2
 ). Знайти градієнт 

функції в точці А. 
8.37. Задано функцію  222 43 yxz   і точку А (2; 3). Знайти градієнт функції 
в точці А. 

Для вектора 


а  знайти напрямлені косинуси: 

8.38. 


а (1; –1); 8.39. 


а (–2; 1,5); 

8.40. 


а (0; 7); 8.41. 


а (5; 1); 

8.42. 


а (–6; –8); 8.43. 


а (–5; –12). 

8.44. Задано функцію 2

3
у
хz  , точку А (3; 4) і вектор 



а (6; 8). Знайти похідну в 

точці А в напрямі вектора 


а . 

8.45. Задано функцію 2

32
у
хz  , точку А (1; 4) і вектор 



а (–6; 8). Знайти 

градієнт функції в точці А та похідну в точці А в напрямі вектора 


а . 

8.46. Задано функцію 
32

4 










y

xz  і точку А (–1; 0). Знайти градієнт функції в 

точці А. 

8.47. Задано функцію 23ln yxz  , точку А (1; 1) і вектор 


а (2; –1). Знайти 

градієнт функції в точці А та похідну в точці А в напрямі вектора 


а . 

8.48. Задано функцію )ln( 23 yxz  , точку А (1; 1) і вектор 


а (–2; 1). Знайти 

градієнт функції в точці А та похідну в точці А в напрямі вектора 


а . 

8.49. Задано функцію 







 2arccos

y
xz , точку А (1; 2) і вектор 



а (12; –5). 

Знайти градієнт функції в точці А та похідну в точці А в напрямі вектора 


à . 
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8.50. Задано функцію 









y
xarctgz

2

, точку А (1; 2) і вектор 


а (12; 5). Знайти 

градієнт функції в точці А та похідну в точці А в напрямі вектора 


а . 

8.51. Задано функцію  22 43ln yxz  , точку А (1; 3) і вектор 


а (3; 4). Знайти 

градієнт функції в точці А та похідну в точці А в напрямі вектора 


à . 

8.52. Задано функцію  23ln yxz  , точку А (2; 3) і вектор 


а (3; –4). Знайти 

градієнт функції в точці А та похідну в точці А в напрямі вектора 


а . 

8.53. Задано функцію 2

ln
у

хz  , точку А (1; –2) і вектор 


а (6; –8). Знайти 

градієнт функції в точці А та похідну в точці А в напрямі вектора 


а . 

8.54. Задано функцію 
у
хz

2
ln

 , точку А (1; 2) і вектор 


а (6; 8). Знайти градієнт 

функції в точці А та похідну в точці А в напрямі вектора 


а . 
8.55. Для функції xyyxz  22  обчислити наближене значення  в точці  А 
(1,02; 1,95) за допомогою диференціалу. 
8.56. Для функції xyyxz 32 22   обчислити наближене значення  в точці  
А (1,96; -1,03) за допомогою диференціалу. 
8.57. Для функції xyyxz 352   обчислити наближене значення  в точці  А 
(3,95; 1,03) за допомогою диференціалу. 
8.58. Для функції уxz   обчислити наближене значення  в точці  А (0,96; 
1,01) за допомогою диференціалу. 
8.59. Для функції 32254 yxxyxz   обчислити наближене значення  в 
точці  А (–2,97; 1,04) за допомогою диференціалу. 
8.60. Для функції  yxz  ln  обчислити наближене значення  в точці  А  (–
0,02; 1,05) за допомогою диференціалу. 
8.61. Для функції 3 xyz   обчислити наближене значення  в точці  А (0,03; 
125,01) за допомогою диференціалу. 
8.62. Для функції xyxуxz 224 36   обчислити наближене значення  в 
точці  А (0,97; 1,01) за допомогою диференціалу. 
8.63. Для функції хyууxz 2324   обчислити наближене значення  в 
точці  А (–0,99; 1,05) за допомогою диференціалу. 
8.64. Для функції yxуxz 2332 32   обчислити наближене значення  в 
точці  А (0,98; –1,04) за допомогою диференціалу. 
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8.65. Для функції )2( yxcоsz   обчислити за допомогою диференціалу 
наближене значення  в точці  А (4°; 92°).  
8.66. Для функції )2( yxsіnz   обчислити за допомогою диференціалу 
наближене значення  в точці  А (47°; 91°).  
8.67. Для функції )(xysіnz   обчислити за допомогою диференціалу 
наближене значення  в точці  А (3°; 32°).  
8.68. Для функції )( xyxаrcsіnz   обчислити за допомогою диференціалу 
наближене значення  в точці  А (0,03; 0,99).  

8.69. Для функції 
y
xаrccоsz   обчислити за допомогою диференціалу 

наближене значення  в точці  А (4,1; 4,2) 
8.70. Для функції )2( yxtgz   обчислити за допомогою диференціалу 
наближене значення  в точці  А (29°; 92°).  

Індивідуальне завдання 

1. Задано функцію 
n

ху
yх

уху n
nn  2

1 , точку А (1; –1) і вектор 


а (n; –n). 

Знайти градієнт функції в точці А та похідну в точці А в напрямі вектора 


а . 

2. Для функції 3
10

10 24 xyyx
x

nуxz n
n 



  обчислити наближене значення  

в точці  А (–1,001n; 1+0,001n) за допомогою диференціалу (n – номер 
студента за списком). 
 

§ 3. Похідні та диференціали вищих порядків 
Як і для функції однієї змінної, частинна похідна також є функцією. 

Наприклад, якщо 23 yxz  , то 223 yx
x
z



  і 




y
z yx32 . Тому ці похідні можемо 

знову диференціювати, причому не тільки за змінною x , але й за змінною y . 

Одержимо другі частинні похідні (їх чотири): 2
2

2

6 xy
x
z

x
z

x
















 , 

yx
xy
z

x
z

y
2

2

6















 , 3

2

2

2x
y
z

y
z

y

















 , yx

yx
z

y
z

x
2

2

6
















 . 

Похідна 
xy
z


2

 та 
yx
z


2

 називається мішаною похідною. Аналогічно 

знаходяться похідні більш високих порядків. Так наприклад, 
6

6

x
z


  є шостою 
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частинною похідною і означає, що від функції ),( yxfz   шість разів підряд 

знаходились похідні за змінною x . Похідна 
xyx

z



23

6

 є шостою мішаною 

похідною і означає, що спочатку три рази підряд знаходили похідні за 
змінною x , потім двічі за змінною y , і в кінці один раз за змінною x . Таким 
чином, вигляд похідної вказує на прийнятий порядок диференціювання. Для 
неперервних функцій, які мають неперервні похідні, порядок 
диференціювання несуттєвий, тобто можемо стверджувати, що: 

 
xy
z

yx
z







 22

, 








24

6

23

6

yx
z

xyx
z

2

6

42

6

xyxyx
z

xy
z







  і т.д. 

В наведеному прикладі yx
xy
z

yx
z 2

22

6






 . 

Таким чином, порядок диференціювання для мішаних похідних ролі не 
грає. Всі вказані ствердження також відносяться і до функцій декількох 
змінних. 

Приклад: Знайти частинні похідні перших трьох порядків для функції 
))(( 2332 yxyxz  .  

Розв’язання: Розкриємо дужки: 522335 yyxyxxz  . 

Перший порядок: 2324 235 xyyxx
x
z



 ; 4223 523 yyxyx

y
z



 . 

Другий порядок: 233
2

2

2620 yxyx
x
z



 ; 323

2

2

2026 yxyx
y
z



 ; 

xyyx
yx
z 49 22

2




 ; xyyx
xy
z 49 22

2




 , тобто 
xy
z

yx
z







 22

. 

Третій порядок: 32
3

3

660 yx
x
z



 .  23

3

3

606 yx
y
z



 ; 

yxy
yx

z 418 2
2

3




 ; yxy
xyx

z 418 2
3




 ; yxy
xxy

z 418 2
3




 ;  

xyx
xy

z 418 2
2

3




 ;  xyx
yxy

z 418 2
3




 ;  
dxdydz

zd 3

xyx 418 2  .  

Отже : 



yx

z
2

3





xyx

z3

xxy
z


3

; 



xy

z
2

3





yxy

z3

yyx
z


3

. 

Диференціал другого порядку: 












































 dx
x
zdydy

y
zddx

x
zddy

y
zdx

x
zddzd 2

2

)(   
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































 dydx
xy
zdx

x
zdydy

y
zdx

xy
zdxdy

y
z 2

2
2

2

2

22

2

2

  

2
2

22

dy
y
zdxdy

xy
z








 2

2

22

2

2

2 dy
y
zdxdy

yx
z

x
z













 . 

Отже:  

                               2

22
2

2
2 2

y
zdxdy

yx
zdx

x
zzd













                                 (8.5) 

Аналогічно знаходиться zd 3 , як )( 2 zdd : 

3
3

3
2

2

3
2

2

3
3

3

3
3 33 dy

y
zdxdy

yx
zdydx

yx
zdx

x
zzd

















 . 

Приклад: Знайти три перших диференціали функції ))(( 2332 yxyxz  . 

Розв’язання: 







 dy
y
zdx

x
zdz dyyyxyxdxxyyxx )523()235( 42232324  . 














 22332
2

22
2

2

2
2 )2620(2 dxyxyxdy

y
zdxdy

yx
zdx

x
zzd  

232322 )2026()49(2 dyyxyxdxdyxyyx  . 


















 2
3

3
2

2

3
2

2

3
3

2

3
3 60(33 xdy

y
zdxdy

yx
zdydx

yx
zdx

x
zzd

 3222233 6()418(3)418(3)6 xdxdyxyxdydxyxydxy 32 )60 dyy . 
Аналогічним методом знаходяться диференціали функцій декількох 

змінних. 

Наприклад, якщо ),,( tyxfz  , то 







 dy
y
zdx

x
zdz dt

t
z

 , звідки 









































 dxdy
yx
zdx

x
zdt

t
zddy

y
zddx

x
zdzd

2
2

2

2
2 2  


















 2
2

2
2

2

222

22 dt
t
zdy

y
zdydt

ty
zdxdt

tx
z  

.2
222

2
2

2
2

2

2
2

2

2


































 dydt
ty

zdxdt
tx

zdxdy
yx
zdt

t
zdy

y
zdx

x
z  

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Знайти частинні похідні другого та третього порядку для наступних функцій: 
8.71. xyxyyxz  323 124 ;  8.72. yxyxyxz  223 2 ; 

8.73. xyxyxz 223 2332  ; 8.74. уyxyxz  3
2
14 2334 ; 
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8.75. cооsxyyxz  234 ; 8.76. s³nxyxxyz  2103 ; 
8.77. xsіnxyyz 2ln 23  ; 8.78. 2242ln sіnyyxyz  ; 

8.79. уyххz 63log2 2
2  ; 8.80. xxyyz 103log 2

3  ; 
Індивідуальне завдання 

Знайти частинні похідні 
x
z

 і 

y
z

  функцій: 

а) xyх
ny

ухz nnn 412 22   ; б) nnx yez  ; 

де n – остання цифра номера студента за списком. 
 

§4. Аналіз функції двох змінних 
Дослідимо функцію двох змінних на екстремум. 
Нехай задано неперервну функцію ),( yxfz  може мати в області 

завдання 
 
 









dcy
bax

;
;

 максимум і мінімум.  

Якщо існує деякий окіл точки );( 00 yx , в 
якому функція буде мати найбільше 
значення тільки в точці );( 00 yx , а у всіх 
інших точках її значення менші, то в точці 

);( 00 yx  функція має максимум. Якщо ж 
значення функції в цій точці будуть 
меншими, ніж у всіх інших точках околу, 
то будемо мати мінімум. Точки максимума 
та мінімума – це точки екстремуму. 

В точках максимуму та мінімуму дотичні, паралельні осям ox  та oy , 

будуть паралельні площині xOy , тому 0



x
z  і 0




y
z . Точки, в яких 

частинні похідні дорівнюють нулю, називаються стаціонарними. Отже, якщо 
є  максимум чи мінімум, то обов’язково частинні похідні дорівнюють нулю. 
Але обернене ствердження може бути неправильним. Наприклад, якщо 

проекція поверхні на площину xOz  дає максимум ( 0


x
z ), а проекція на 

площину yOz  дає мінімум ( 0


y
z ), то в точці );( 00 yx  немає ні максимуму, ні 

мінімуму, хоч обидві похідні дорівнюють нулю (в цьому випадку “стала” 

 

 

               z 
                               (х0,у0) 
 
 
 
 

           0                                     y 
 
x 
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точка );( 00 yx  носить назву мінімакс). Тому умова 0


x
z  і 0



y
z  є тільки 

необхідною умовою. 
Якщо ),( yxfz  має неперервні похідні першого та другого порядків, то 

можемо знайти 2

2

x
z


 ; 2

2

у
z


 ; 

уx
z


 2

 і ввести позначення: А
x
z





2

2

  в точці );( 00 yx

, В
уx
z



 2

 в точці );( 00 yx , С
у
z





2

2

 в точці );( 00 yx .    

Обчислимо визначник 2BAC  . Якщо 
1). 0 , то функція в точці );( 00 yx  екстремуму не має.  
2). 0 , то екстремум існує, причому це максимум, якщо 0A , і 

мінімум, якщо 0A .  
3). 0 , то функція може мати екстремуми, а може їх не мати. В цьому 

випадку потрібні додаткові дослідження.  
Вказані ствердження про знак та величину   називаються достатньою 

умовою. 
Приклад: Дослідити на екстремум функцію 

206922  ухухухz . 
Розв’язання: Знаходимо частинні похідні функції: 

92 

 ух
x
z ; 62 


 ух
у
z . 

Розглянемо систему двох рівнянь з двома невідомими: 








062
092

ху
ух

. 

Розв’язком цієї системи будуть числа 4х , 1у . Тобто критична 
точка має координати  1;40 М . 

Обчислимо частинні похідні другого порядку в точці М0: 

2)4;1(2

2

0





 Мх
zА ; 2)4;1(2

2

0





 Му
zС ; 1)4;1(

2

0





 Мух
zВ . 

Тоді: 3142  ВСА >0. Так як А>0, то існує мінімум функції в 
точці  1;40 М ,   11;4min  zz . 

 
Якщо для функції );( yxfz   в точці );( 00 yx виконується умова: 
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























0

0

0),(

y
f
x
f

yxf

, то точка );( 00 yx називається особливою точкою.  

Якщо ця точка перетворює функцію в нуль, але на кривій не лежить, то 
вона називається ізольованою точкою. 

Умова 0),( yxf  фактично перетворює функцію двох змінних в 
функцію однієї змінної в неявному вигляді, а особливі точки знаходимо з 
наслідків теорії функцій двох змінних (неявна функція 0),( yxf  є 
частковим випадком функції двох змінних ),( yxfz  , коли 0z ). 

Приклад: дослідити функцію 0)2( 22  xxy . 
Функція має неявний вигляд, тобто 0z . 

)23)(2(1)2(2)2(1 2 

 xxxxx
x
z .    y

y
z 2

 . 

Розв’яжемо систему рівнянь: 

























































0
2

0
2
3
2
2
0

02
0)23)(2(
0)2( 22

y
x

y
x

x

x
x

y
xx

xxy
. 

Отримали особливу точку )0;2( . 
Важливими є задачі на умовний екстремум, коли шукається екстремум 

функції );( yxfz   при умові, що змінні х та у зв’язані рівнянням зв’язку 
0);( yx . Така задача зводиться на дослідження на безумовний екстремум 

функції Лагранжа  ,, yxL  . 
   yxухfL ,,  , де число λ називається множником Лагранжа. 

Після виключення λ досліджуємо на екстремум функцію Лагранжа, як 
функцію двох змінних  yxL ,  

Приклад: Дослідити на умовний екстремум функцію 22 ухz  , при 
1 ух . 

Розв’язання: Функція Лагранжа буде мати вигляд  
   1,, 22  yxyxyxL  . 
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Запишемо необхідні умови екстремуму: 

02 

 х

x
L ; 02 


 у

у
L ; 01


 yxL


. 

Звідки отримуємо 
2
1

х , 
2
1

у . Тобто критична точка має координати 









2
1;

2
1

0М , 1 . 

   1, 22  yxyxyxL .  
Тоді частинні похідні першого та другого порядку дорівнюють: 

12  xLx , 12  yLy , ALxx  2 , CLyy  2 , BLxy  0 . 

42  ВСА >0. Так як А>0, то існує мінімум функції: 
2
1

2
1;

2
1

min 





 zz . 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Дослідити на екстремум функції двох змінних: 

8.81. ухухz 6040800 22  ; 
8.82. ухухz 10020250 22  ; 
8.83. ухухz 60801800 22  ; 
8.84. ухухz 100402100 22  ; 
8.85. ухухz 80401700 22  ; 
8.86. ухухz 80201500 22  ; 
8.87. ухухz 401002000 22  ; 

Дослідити на умовний екстремум:  

8.88. ухz  ; при 
2
111

22 
ух

; 

8.89. 
ух

z 11
 , при 2 ух ;  

8.90. 422  уххуухz , при 03  ух . 
Індивідуальне завдання 

Дослідити на екстремум функції двох змінних nуnхухnz 1010 22  . 
Запитання до розділу ІІІV:  

1. Що таке функція декількох змінних? 
2. Що називається частинною похідною? 
3. Яка функція називається неперервною? 
4. Що таке частинний та повний приріст функції? 
5. Що таке частинний та повний диференціал функції? 
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6. Як знаходиться похідна складеної функції? 
7. Як знаходиться похідна неявної функції?  
8. Що називається похідною вищого порядку?  
9. Що таке мішана похідна?  
10.  Як знаходиться диференціал другого порядку?  
11.  Що таке максимум та мінімум функції двох змінних? 
12.  Що таке екстремуми? 
13.  Які точки називаються стаціонарними? 
14.  Яка достатня умова існування екстремуму? 
15.  Що таке особлива точка? 

 


