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I. ЕЛЕМЕНТИ ЛІНІЙНОЇ АЛГЕБРИ 

Лінійна алгебра – це один із найбільш важливих підрозділів вищої алгебри, 
яка займається вивченням довільних систем першого порядку. 

Вивчення таких систем привело до введення понять визначника та матриці. 
Причому, теорія матриць виявилась настільки плідною, що її застосування ви-
йшло далеко за межі лінійної алгебри. 

Широке застосування симплексного методу, як методу оптимізації в ліній-
ному програмуванні, спонукало до вивчення основ лінійної алгебри як необхід-
ної бази до розуміння основних понять цього на сьогодні неперевершеного ме-
тоду послідовного покращення (незважаючи на алгоритмічні та теоретичні не-
гаразди). 
 

§1. Матриці та дії над ними 
Нехай задано множину чисел, розміщених у вигляді квадратної таблиці: 
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Таку впорядковану множину називають матрицею (mxn). Поняття матриці 
вперше ввели англійські математики У. Гамільтон і Д. Келі. Коротко матрицю 
позначають так:  

mnijаА  , або  
mnijаА  . В цьому записі вказується кількість 

рядків ³  та стовбців j  матриці. 
Озн. Матрицею називається упорядкована по рядках та стовпцях таблиця 

елементів: букв, чисел, функцій тощо. Так, наприклад, сторінка газети є матри-
цею, оскільки вона має рядки тексту і стовпці у вигляді колонок тексту. 

Матриці позначають великими латинськими літерами А, В, С тощо.  
Числа ijа  називають елементами матриці. 

Добуток числа рядків m  на число стовбців n  називають розміром матриці і 
позначають nmx . 

Матриці мають однакові розміри, якщо у них однакова кількість рядків і сто-
вбців. 

Озн. Матриці А та В називають рівними між собою, якщо вони мають од-
накові розміри, а їх елементи, що знаходять на однакових місцях, рівні між со-
бою. При цьому пишуть ВА  . 

Озн. Квадратною називають таку матрицю  
mnijаА  , в якій nm  , тобто 

кількість рядочків дорівнює кількості стовпчиків. 
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Наприклад, 
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Озн. Діагональною називають матрицю, по головній діагоналі якої розта-

шовані елементи ijа , а інші елементи є нулями, тобто 
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Озн. Одиничною називають діагональну матрицю, по головній діагоналі 

якої розташовані одиниці, тобто 





















1...00
............
0...10
0...01

А . 

Озн. Нульовою називають матрицю, всі елементи якої нулі: 
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Властивість: Якщо до заданої матриці А додати нульову, то отримаємо 
задану матрицю А. 

Дії над матрицями: 

Нехай задано матриці А та В: 
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1. Сума матриць. 

Операція додавання матриць вводиться тільки для матриць однакового ро-
зміру. Сумою матриць  

mnijаА   та  
mnijbВ   називається матриця  

mnijсС  , 

де ijijij baс  . При цьому записують ВАC  . 

Приклад: 

 
    











































111
298
011

211032
5345113

001201
ВА . 



41 
 

Властивість: Для довільних матриць А, В та С однакових розмірів 
справджуються рівності: АВВА  ;    СВАСВА  . 

2. Добуток матриці на число. 

Добутком матриці  
mnijаА   на число λ називається матриця  

mnijсС  , де 

ijij aс  . При цьому записують АC  . 

Приклад: 
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3. Віднімання матриць. 

Різницю матриць А та В розглядають, як суму матриць А та –В, при чому 
матриця –В утворена множенням матриці В на –1. 

Властивості додавання та множення на число: 
Для довільних матриць А, В однакових розмірів та довільних чисел µ і λ 

справджуються рівності:  
1) АВВА   – комутативність відносно додавання матриць; 
2)    СВАСВА   – асоціативність відносно додавання матриць; 
3) АА  0 ; 0 АА  – роль нульової матриці в діях над матрицями така, 

як числа нуль в діях над числами; 
4)    АА    – асоціативність відносно множення чисел; 
5)   ВАВА    – дистрибутивність множення на число відносно до-

давання матриць; 
6)   ААА    – дистрибутивність множення на матрицю 

відносно додавання чисел. 
4. Добуток матриць. 

Операція множення матриць вводиться лише для узгоджених матриць.  

Озн. Матриця називається узгодженою, якщо кількість стовпців першої 
дорівнює кількості рядків другої. 

Якщо ця умова не виконується, тобто матриці неузгоджені, то множення 
таких матриць неможливе. 

З узгодженості матриці А з матрицею В випливає узгодженість матриці В з 
матрицею А. Квадратні матриці одного порядку взаємно узгоджені. 
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Добутком матриці  
mnijаА   на матрицю  

nsijbВ   називається матриця 

 
mnijсС  , де jiij baс   ( ia  і-й рядок першої матриці, jb  j-й стовбець другої 

матриці). Тобто, щоб визначити елемент 24ñ , що стоїть в другому рядку і четве-
ртому стовбці матриці ÀÂÑ  , потрібно знайти суму добутків елементів друго-
го рядка матриці А на відповідні елементи четвертого стовпці матриці В. При 
цьому записують ВАC  .  

Приклад: 
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Перевіримо чи справджується переставний закон множення для матриць: 
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Отже, переставний закон множення для матриць не справджується 
АВВА  . 

Властивості множення матриць: 
Для довільних матриць А, В однакових розмірів та довільних чисел µ і λ 

справджуються рівності:  
1)    СВАСВА   – асоціативність відносно множення матриць; 
2) 000  АА  – роль нульової матриці в діях над матрицями така, як 

числа нуль в діях над числами; 
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3)      АВВАВА    – асоціативність відносно множення мат-
риць і числа; 

4)   ВСАСВАС  ;   СВСАСВА   – дистрибутивність 
множення відносно додавання матриць; 

6) ААЕЕА   – роль одиничної матриці в діях над матрицями така, як 
одиниці в діях над числами; 

5. Піднесення матриці до степеня. 
Піднесення матриці до степеня n розглядають, як множення матриці саму 

на себе n раз. 
Приклад: 
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6. Транспонування матриць. 
Щоб транспонувати матрицю  

mnijаА   необхідно створити матрицю 

 
nmji

Т аА  , тобто рядочки замінити стовбцями. 

Приклад: 
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ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

№1.1. Для матриць А та В: 



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В , знайти матриці:  

а) ВА ; б) А4 ; в) ТА ; г) ВА  ; д) АВ  ; е) 2А . 
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№1.2. Виконати множення матриць А·В та В·А, якщо 


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
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
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№1.3. Для матриць 










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А  та 








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В  знайти матриці:  

а) ВА
2
12  ; б) ВАВ 2 ; в) АВА 42  . 

№1.4. Для матриць А та В: 



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
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

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
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



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9111

В , знайти матриці: 

а) ВА ; б) А4 ; в) ТА ; г) ВА  ; д) АВ  ; е) 2А . 

№1.5. Для матриць А та В: 



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
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
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




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




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











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В , знайти 

матриці: а) ВА
2
12  ; б) ВАВ 2 ; в) АВА 42  . 

№1.6. Для матриць 










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А  та 







 


37
29

В  перевірити, чи справджуються 

формули скороченого множення:  
а)   222 2 bababà  ; б)    22 bababà  . 

Виконати дії в наступних прикладах: 

№1.7. 
2

14
32

43
12










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













 
; 

№1.8. 
2

74
119

73
65























 




; 

№1.9. 











































102
243
581

102
243
581 2

; 

№1.10. 

Т








































132
201

472

132
201

472 2

; 
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№1.11. 
















 












43
12

24
31

86
012

2
1

; 

№1.12. 






 







 












43
15

21
37

36
012

3
1

; 

№1.13. 















 








80
24

2
1

23
18

41
37

; 

№1.14. 






























30
96

3
1

57
18

41
57

; 

№1.15. 
























 







 
31

20
7

64
53
42

732
514

; 

№1.16. 














 

64
53
42




























 


153
642
541

4
732
514

; 

№1.17. 







 31
20

7














 













61
73
42

739
564

; 

№1.18. 




















152
670
541

4





















69
54
43








 


782
536

. 

Індивідуальне завдання 

Виконати дії 




























































014
23

12

121
543
543

714
513
21

n
n

n
nnn

n
n

n
,  

де n – остання цифра номера студента за списком. 
 

§ 2. Визначники. Властивості визначників 
Озн. Визначником (детермінантом) порядку n називається число, одержане 

в результаті певних обчислень квадратної матриці  
nnijаА   того ж порядку. 

Позначається   або Adet . Поняття визначника ввів В. Лейбніц. 
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nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

...
............

...

...

21

22221

11211

                                                  (1.2). 

На відміну від матриці визначник обмежується справа та зліва одинарною 
лінією. Матриця − це таблиця, а визначник − це число. 

Щоб обчислити визначник другого порядку, від добутку елементів голов-
ної діагоналі потрібно відняти добуток елементів допоміжної діагоналі: 

 
 
 
 

 

 
 

Правило обчислення визначника випливає із системи двох лінійних рів-
нянь: 








2222121

1212111

bxaxa
bxaxa

. 

Якщо з другого рівняння знайти 2x і підставити це значення в перше рів-
няння, то одержимо рівняння з однією невідомою 1x . Розв’язування цього рів-
няння дає значення: 

.
12212211

122221
1 aaaa

ababx



                                             (1.3) 

Знаменник 21122211 aaaa   складено виключно з коефіцієнтів при невідомих, 

які утворюють матрицю 
2221

1211

aa
aa

, тому визначник .21122211 aaaa   

Розглядання квадратної системи з трьох рівнянь вказує на правило обчис-
лення визначників третього порядку, яке відрізняється від правила обчислення 
визначників другого порядку і має три рівносильних варіанти. 



232221

131211

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa
aaa
aaa

 312213231231133221332211 ()( aaaaaaaaaaaa 113223 aaa

)211233 aaa . 

21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa

  

Приклад:  .2461423
21
43

  
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Обчислюючи визначник третього порядку, знизу необхідно дописати два 
перших рядки, в результаті одержимо три головні і три допоміжні діагоналі: 

2. Крім приписування знизу двох перших рядків, можна приписати два пе-
рших стовпці, що також дає три головні і три допоміжні діагоналі: 



3231

2221

1211

333231

232221

131211

aa
aa
aa

aaa
aaa
aaa

 322311312213322112312312332211 ()( aaaaaaaaaaaaaaa  

)332112 aaa . 
3. Для розкриття визначника третього порядку можна також застосувати 

правило трикутників:  

 )( 312312133221332211

333231

232221

131211

333231

232221

131211

aaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa

aaa
aaa
aaa

 

 112332132231( aaaaaa )331221 aaa                                                                               (1.4) 
Для застосування правила трикутників проводимо наступні дії: 
1. Знаходимо добуток елементів головної діагоналі. 
2. Знаходимо два елементи, через які можна провести пряму, паралельну 

прямій, що проходить через головну діагональ (вище та нижче головної діагоналі). 
3. Для кожної знайденої пари знаходимо елемент, розташований у най-

більш віддаленому кутку, одержимо трикутник елементів. Ці три числа пере-
множуємо (їх дві пари) і додаємо до добутку елементів головної діагоналі. Ма-
ємо: 312312133221332211 aaaaaaaaa  . 

4. Знаходимо добуток елементів допоміжної діагоналі. 
5. Знаходимо пари чисел аналогічно пункту 2 і знаходимо добуток трьох 

елементів двох трикутників. Одержимо суму:  112332132231 aaaaaa 332112 aaa . 
6. Різниця двох одержаних сум і буде значенням визначника. 
Правило розкриття визначника 3-го порядку ще називають правилом Сар-

рюса.  

Приклад : 





536
352
234

       633232554  

      532433652  .1843036605412100   
Властивості визначників: 

1. Значення визначника не змінюється, якщо всі його рядки замінити 
відповідними стовбцями.  
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

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

...
............

...

...

21

22221

11211

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

...
............

...

...

21

22212

12111

. 

Для доведення цієї властивості досить застосувати правило трикутників і 
порівняти одержані результати. Доведемо цю властивість для визначника 
третього порядку: 

113232331221312213133221312312332211

333231

232221

131211

1 аааааааааааааааааа
ааа
ааа
ааа

 ; 

113232331221312213133221312312332211

332313

322212

312111

2 аааааааааааааааааа
ааа
ааа
ааа

 . 

Отже, 21  , тобто властивість справджується. 
2. Перестановка двох рядків визначника рівносильна множенню його на –1. 

Тобто, 

333231

232221

131211

ааа
ааа
ааа

333132

232122

13112

ааа
ааа
ааа

. 

Перевіримо дану властивість на прикладі: 

685122038
453
122
211

 ; 638201258
435
122
211

 . 

3. Якщо визначник має два однакових рядки, або стовпці, то він дорівнює 

нулю. Тобто, 

333231

131211

131211

ааа
ааа
ааа

0

333131

232121

131111


ааа
ааа
ааа

. 

Перевіримо дану властивість на прикладі: 

085202058
455
122
211

 ; 0456456
211
532
211

 . 

4. Якщо всі елементи якого-небудь рядка, або стовпця визначника містять 
спільний множник, то його можна винести за знак визначника. Тобто, 
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

333231

232221

131211

ааа
kаkаkа
ааа



333231

232221

131211

kааа
kааа
kааа

333231

232221

131211

ааа
ааа
ааа

k  . 

Перевіримо дану властивість на прикладі: 

 82080202032
455
482
211

 40101016
455
241
211

2   

36410  . 
5. Якщо всі елементи деякого рядка, або стовпця визначника дорівнюють 

нулю, то сам визначник дорівнює нулю.  

Тобто, 

333231

131211

000
ааа

ааа
0

0
0
0

3231

2221

2111


аа
аа
аа

. 

6. Якщо відповідні елементи двох рядків визначника пропорційні, то ви-

значник дорівнює нулю. Тобто, 0

333231

131211

131211


ааа
kаkаkа
ааа

. 

Перевіримо дану властивість на прикладі: 

08202020208
455
422
211

 . 

7. Якщо кожен елемент деякого рядка визначника є сумою двох доданків, 
то визначник може бути зображений у вигляді суми двох визначників, у яких 
один у згаданому рядку має перші з заданих доданків, а інший другі; елементи, 
що знаходяться на решті місць у всіх трьох визначниках одні й ті самі. Тобто, 






33323231

23222221

13121211

аbаа
аbаа
аbаа



333231

232221

131211

ааа
ааа
ааа

333231

232221

131211

аbа
аbа
аbа

. 

8. Якщо до елементів деякого рядка визначника додати відповідні елементи 
іншого рядка, помножені на довільний спільний множник, то значення визнач-

ника при цьому не зміниться. Тобто, 

333231

232221

131211

ааа
ааа
ааа

33333231

23232221

13131211

аkааа
аkааа
аkааа





. 
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ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Обчислити визначники в наступних завданнях: 

№1.19. 
127
43

;  №1.20.  
114
09

;  

№1.21. 
75
64 

; №1.22. 
28
17

; 

№1.23. 
51

116



; №1.24. 

28
43


; 

№1.25. 
537
356
235

; №1.26. 
158
269
374

 ; 

№1.27. 
538
412
235




; №1.28. 
963
852

741





; 

№1.29. 
017
356
295





; №1.30. 

4713
221
543

 ; 

№1.31. 
252

143
3825


 ; №1.32. 

562
413
387

 ; 

№1.33. 
447
321

6511
 ; №1.34. 

514
3102
213




; 

№1.35. 
232

5129
193


; №1.36. 

342
765
3320




; 

№1.37. 

2511
1221
2232
1241





; №1.38. 

2311
1222
2130
1201




. 
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Індивідуальне завдання 
Обчислити визначники в наступних завданнях: 

1) 
51

1nn
; 2) 

nn
n

nn






32
712

22
; 3) 

261
5241
2411
225






 n
n

n
nn

n

. 

де n – остання цифра номера студента за списком. 
 

§ 3.  Мінори. Алгебраїчні доповнення 
Озн. Мінором іkМ , що відповідає елементу іkа  матриці (1), називається ви-

значник, який відповідає матриці, утвореній з матриці (1) викреслюванням і-го 
рядка та k-го стовбця. 



333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

3231

1211
23 aa

aa
M  . 

З визначника порядку n  можна знайти 2n мінорів (за числом елементів ви-
значника). 

Озн. Алгебраїчним доповненням іkА , що відповідає елементу іkа  матриці 
(1), називається відповідний мінор, взятий зі знаком «плюс», якщо сума його 
індексів парна, і зі знаком «мінус», якщо сума його індексів непарна: 

іkА    kі1 іkМ . 

Приклад: Дано матрицю





















536
352
234

А .  

Обчислити мінори 12М  і 22М та алгебраїчні доповнення  12А  і 22А . 

81810
56
32

12 М ;   321220
56
24

22 


М ; 

        8181063521
56
32

1 321
12  А ;  

         32122026541
56
24

1 422
22 


 А . 

Теорема 1. Значення визначника n-го порядку, що визначає матрицю (2.1), 
дорівнює сумі добутків елементів довільного рядка або довільного стовпця на 
відповідні алгебраїчні доповнення. 
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Доведення: Покажемо, що для визначника 

333231

232221

131211

ааа
ааа
ааа

 виконуються такі 

рівності: 
131312121111 АаАаАа   313121211111 АаАаАа   

232322222121 АаАаАа   323222221212 АаАаАа   

333332323131 АаАаАа   333323231313 АаАаАа   
Доведемо, наприклад, першу з них: 


3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
11131312121111 аа

аа
а

аа
аа

а
аа
аа

аАаАаАа

  3223332211 ааааа      22313221133123332112 аааааааааа  322311332211 аааааа
332121 ааа  312213133221312312 ааааааааа . 

Аналогічно доводяться і інші рівності. 
Приклад: Обчислити визначник розкладаючи його за елементами третього 

рядка:  

        
















21
73

111
31
53

12
32
57

14
1124
321
573

332313

 
               441723111153312253714

63118  . 
Теорема 2. Сума добутків елементів будь-якого рядка, або стовпця визнач-

ника на алгебраїчні доповнення відповідних елементів іншого рядка, чи сто-
впця дорівнює нулю. 

Доведення: Нехай маємо визначник 

333231

232221

131211

ааа
ааа
ааа

.  

Розглянемо, наприклад, суму добутків елементів першого рядка визначни-
ка на алгебраїчні доповнення елементів другого рядка:  

  3213331211
3231

1211
13

3331

1311
12

3332

1312
11231322122111 ааааа

аа
аа

а
аа
аа

а
аа
аа

аАаАаАа

    012313211133113331112  аааааааааа . 
Приклад: Обчислити визначник четвертого порядку:  
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6142
3021
5103
2121






 . 

Додамо перший рядок до другого і четвертого, утворивши визначник: 

8021
3021
7024
2121






 . 

Переставимо місцями перший і третій стовпчики: 

8120
320
7420
2121

1



 . 

Додамо другий рядок до третього і четвертого рядків і винесемо спільний 
множник елементів третього та четвертого рядків: 

5100
2100
7420
2121

35

15300
10500
7420
2121

 . 

Віднявши третій рядок від четвертого, одержимо: 

90312115

3000
2100
7420
2121

35  . 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Обчислити мінори та алгебраїчні доповнення в наступних завданнях: 

№1.39. 
2113
501
354




; №1.40. 
126
0314
412




; 
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№1.41. 

2622
1211
2304
1254





; №1.42. 

3011
1504
4232
1246


. 

Обчислити визначник розкладаючи його за елементами рядка або стовпця в на-
ступних завданнях:  

№1.43. 
213

117



; №1.44. 

107
1433

; 

№1.45. 
631

1582
321




; №1.46. 

131
0814
422


; 

№1.47. 

2130
1622
0504
1231





; №1.48. 

2622
5261
2431
1254



. 

Індивідуальне завдання 
Обчислити визначники в наступних завданнях: 

1) 
51

1nn
; 2) 

nn
n

nn






32
712

22
; 3) 

261
5241
2411
225






 n
n

n
nn

n

. 

де n – остання цифра номера студента за списком. 
 

§ 4. Ранг матриці 
Нехай задано матрицю  

mnijаА  . Виділимо в матриці А будь-які k рядків і 

стільки ж стовпців, де k – число, не більше чисел m і n. 
Озн. Визначник k порядку, складений з елементів, що стоять на перетині 

виділених рядків і стовпців, називається мінором k-го порядку матриці 
 

mnijаА  . 

Озн. Рангом  Аr  матриці А називається найбільший з порядків її мінорів, 
відмінних від нуля. 

Безпосередньо з означення випливає, що: 
1) ранг існує для будь-якої матриці; 
2)   0Аr  тоді і тільки тоді, коли 0А ; 
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3) для квадратної матриці n-го порядку ранг дорівнює n тоді і тільки тоді, 
коли матриця не вироджена. 

Озн. Квадратна матриця називається виродженою, якщо її визначник 
дорівнює нулю. 

Ранг матриці можна знайти так. Якщо всі мінори першого порядку 
дорівнюють нулю, то 0r . Якщо хоч один з мінорів першого порядку 
відмінний від нуля, а всі мінори другого порядку дорівнюють нулю, то 1r . У 
випадку, коли є мінор другого порядку, відмінний від нуля, досліджуємо 
мінори третього порядку. Так продовжуємо доти, поки не станеться одне з 
двох: або всі мінори порядку k дорівнюють нулю або мінорів порядку k не 
існує, тоді 1 kr . 

Приклад: Знайти ранг матриці: 














 


0603
0402
0101

А . 

Серед мінорів першого порядку є відмінні від нуля, тому 1r . Оскільки 

один з мінорів другого порядку 06
42
11




, а всі мінори третього порядку 

дорівнюють нулю, то 2r . 
Вказаний метод знаходження рангу матриці не завжди зручний, тому що 

пов’язаний з обчисленням значного числа визначників. Простіший метод 
ґрунтується на тому, що ранг матриці не змінюється, якщо над матрицею вико-
нати елементарні перетворення, а саме: 

а) переставити місцями два рядки, або стовпці; 
б) помножити кожен елемент рядка, або стовпця на один і той самий 

відмінний від нуля множник; 
в) додати до елементів рядка, або стовпця відповідні елементи другого 

рядка, або стовпця, помножені на одне і те саме число.  

Приклад: Знайти ранг матриці: 


























62051
281035
42413
10221

А . 

Виконуючи елементарні перетворення, маємо: 




















































72270
78070
72270
10221

62051
281035
42413
10221


























72270
78070
72270
00001
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






















11110
14010
11110
00001






















00000
05100
00010
00001



















00000
00100
00010
00001

. 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Знайти ранг матриці: 

№1.49. 

















4133
3221
1312

n ; №1.50. 




















123
111
132

; 

№1.51. 




















2213
3102
1111

; №1.52. 

















 

610110
1114
2715
3211

; 

№1.53. 

























192485
3254
4653
3421

; №1.54. 














 

11615
11734
0121

; 

№1.55. 



























1052
1131
0121
3210
2121

; №1.56. 



















31771
17401810
71884
11040

; 

№1.57. 



















01010
12012
01010
00202

; №1.58. 
















88630
20012
54321

 

Індивідуальне завдання 

Обчислити ранг матриці: 

















0603
020
001

nn
n

А , 

де n – остання цифра номера студента за списком. 
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§ 5. Обернена матриця. Матричні рівняння 

Нехай задано матрицю 




















nnnn

n

n

аaа

ааа
ааа

А

...
............

...

...

21

22221

11211

. Поставимо задачу знайти мат-

рицю 11  А
А

. 

Озн. Квадратна матриця виду 
























nnnn

n

n

AAA

AAA
ААА

А

...
............

...

...
1

21

22221

11211

1  називається 

оберненою до матриці А. 
Озн. Зведена матриця А* складається з алгебраїчних доповнень шляхом 

транспонування: алгебраїчні доповнення, знайдені для даного рядка, запису-

ються відповідним стовпцем: 





















nnnn

n

n

AAA

AAA
ААА

А

...
............

...

...

21

22221

11211

* .                                        

Теорема 3: Для існування оберненої матриці 1А  необхідно і достатньо, що 
матриця А була не виродженою. 

Приклад: Знайти матрицю, обернену до заданої: 




















321
433
152

А . 

Обчислимо визначник матриці А і алгебраїчні доповнення всіх елементів:  

68
321
433
152




 . 

17
32
43

11 


А ; 5
31
43

12 А ; 9
21
33

13 


А ; 

17
32
15

21 А ; 7
31
12

22 


А ; 1
321
52

23 А ; 

17
43
15

31 



А ; 11

43
12

32 


А ; 21
33

52
33 


А . 

Обернена матриця має вигляд:  
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





















2119
1175

171717

68
11А . 

Матриця 1А  знайдена правильно, тому що ЕАА  1 , тобто: 
















































 

2119
1175

171717

68
1

321
433
152

1АА  

         
         
         





















21311217113721719352171
21411317314731739453173
21111517211751729155172

68
1

  



































100
010
001

6800
0680
0068

68
1

. 

Безпоседнім обчисленням легко переконатися, що для оберненої матриці 
справджуються рівності: ЕАААА   11 . 

Квадратна матриця може мати обернену тоді і тільки тоді, якщо вона не 
вироджена. Крім того, для не виродженої квадратної матриці А існує єдина 
обернена матриця. 

Вміння знаходити обернену матрицю дає можливість розв’язувати 

матричні рівняння. Наприклад: 1 АВ
А
ВХВХА . 

Приклад: Розв’язати матричне рівняння:  


















 74

95
35

21
X ; 

1

35
21

74
95




















X ; 

Обчислимо обернену матрицю 
1

35
21












 : 

13103
35

21



 ; 

311 А ; 512 А  221 А  122 А  

Тоді обернена матриця матиме вид: 
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


























15
23

13
1

35
21

1

. 
























15
23

13
1

74
95

X ; 

     
      












17245734
19255935

13
1

X ; 













147
160

13
1

X ; 

















13
1

13
47

13
1

13
60

X . 

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
Для заданих матриць знайти обернені матриці: 

№1.59. 







43
21

; №1.60. 







50
42

; 

№1.61. 


















112
211
322

; №1.62. 


















125
211
011

; 

№1.63. 


















511
220
311

; №1.64. 












 

426
523
314

; 

№1.65. 


















131
202
121

; №1.66. 














421
531
321

; 

№1.67. 














412
520
211

; №1.68. 


















452
521
012

. 

Розв’язати матричне рівняння: 

№1.69. 





















10
910

71
11

X ; №1.70. 


















115
01

31
12

X ; 

№1.71. 


















 25
93

21
12

X ; №1.72. 
















125
1011

21
04

X ; 
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№1.73. 
















 25

04
21
13

X ; №1.74. 













 


25
73

21
100

X ; 

№1.75. 
















15
01

211
18

X ; №1.76. 
















 10

01
11

14
X ; 

№1.77. 































 

231
310

121

411
511
211

Х ; №1.78.






































231
504
123

101
121

202
Х . 

З’ясувати, чи існують матриці, обернені до заданих: 

№1.79. 

















011
211

211
; №1.80. 















464
321

232
. 

Якщо так, то виконати перевірку ЕАА  1 . 
Індивідуальне завдання 

1. Знайти обернену матрицю до заданої: 



















714
513
21

n
n

n
А . 

2. Розв’язати матричне рівняння: 


















 n
X

n
n

1
04

37
1

,  

де n – остання цифра номера студента за списком. 
 

§ 6. Системи лінійних рівнянь 
Озн. Лінійним називається рівняння, у якому невідомі величини мають пе-

рший степінь і між собою не перемножуються.  
В алгебрі прийнято всі відомі величини позначати верхньою половиною 

латинської абетки, а невідомі − нижньою. Для рівнянь з малою кількістю неві-
домих так і поступають. Оскільки число букв абетки обмежене, для рівняння з 
великою кількістю членів всі невідомі позначають як ix , коефіцієнти при неві-

домих як ia  ,а вільні члени − ib . У системі рівнянь невідома ix  зустрічається у 

декількох рівняннях, тому для її коефіцієнта ia  додається індекс k  номера рів-
няння, а коефіцієнт позначається як ika , де i − номер невідомої, а k − номер рів-
няння. Згідно цього система лінійних рівнянь має вигляд: 
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














mnmnmm

n

nn

bxaxaxа

baxaxa
bxaxaxa

...
...

...

...

2211

22222122

11212111

                                   (1.5) 

Коефіцієнти при невідомих утворюють матрицю, яка складається з m  ряд-
ків та n  стовпців.  

Вільні члени утворюють матрицю-стовпець: 

nb

b
b

В
...

2

1

                                                                   (1.6) 

Усі невідомі nxxx ;...; 21 також можна записати у вигляді матриці-стовпця: 

nх

х
х

Х
...

2

1

                                                                   (1.7) 

Взагалі під час запису системи лінійних рівнянь необов’язково писати в і-
му стовпці невідому ix  (крім неї, там інших невідомих просто немає) чи знак 
«дорівнює»  перед вільними членами, тому систему записують у спрощеному 
вигляді. 

nnnnn

n

n

b

b
b

ааа

ааа
ааа

...
...

............
...
...

2

1

21

22221

11211

                                                   (1.8) 

Знак «дорівнює» замінено вертикальною лінією, а знак матриці вказує на 
наявність системи рівнянь у матричному вигляді. 

Озн. Система називається однорідною, якщо всі її вільні члени дорівнюють 
нулю, і неоднорідною, якщо хоч один з них відмінний від нуля. 

Множина чисел  nааа ,..., 21  називається розв’язком системи, якщо при 
підстановці цих чисел в кожне рівняння системи отримаємо рівність. 

Озн.  Система називається сумісною, якщо вона має розв’язок. 
Теорема 4: (критерій сумісності, теорема Кронекера-Капеллі): 
Система лінійних рівнянь сумісна тільки тоді, коли ранг матриці системи 

дорівнює рангу розширеної матриці. 
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Озн. Дві системи називаються рівносильними, якщо вони мають однакові 
множини розв’язків. 

Розглянемо основні методи розв’язування визначених систем, у яких число 
рівнянь дорівнює числу невідомих. 

Матричний метод розв’язування системи лінійних рівнянь: 
Теорема 5: Якщо визначник системи (1.5) відмінний від нуля, то система 

сумісна і має розв’язок, що визначається формулою: 



































3

2

1
*1

b
b
b

А
z
у
х

,  

де   – головний визначник системи,  

*А  – зведена матриця, 
















3

2

1

b
b
b

 – стовбець вільних елементів. 

Приклад: Розв’язати систему лінійних рівнянь матричним методом:  













.9623
,8537
,1772

zух
zух

zух
 

Обчислимо головний визначник системи: 

  677252331357271632
623
537
172

    

.1682942091051436    
Так як 0 , то система має єдиний розв’язок. 
Обчислимо алгебраїчні доповнення до кожного елемента матриці за фор-

мулою:   ij
ji

іj MА  1  

810182563
62
53

11 А ; 

    2715423567
63
57

12 А ; 

59143327
23
37

13 А ; 

    402422167
62
17

21 А ; 
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93123162
63
12

22 А ; 

    172143722
23
72

23 А ; 

323353157
53
17

31 А ;  

    37107152
57
12

32 А ;  

434967732
37
72

33 А . 

Запишемо зведену матрицю: 







































43175
3927

32408

332313

322212

312111
*

ААА
ААА
ААА

А . 

Тоді стовбець невідомих елементів 
















z
y
x

 дорівнює: 



































3

2

1
*1

b
b
b

А
z
у
х

 







































9
8
17

43175
3927

32408

168
1

 
     

   



























943817175
93891727

932840178

168
1

























38713685
2772459
288320136

168
1










































2
3

1

336
504
168

168
1 . 

Отже, {1; –3; 2} – шуканий розв’язок системи лінійних рівнянь. 
Відповідь: {1; –3; 2}.  
 

Метод Крамера: 
Теорема 6: Якщо визначник системи (1.5) відмінний від нуля, то система 

сумісна і має розв’язок, що визначається формулами: 



 хх ; 



 уу ; 



 zz . 

Приклад: Розв’язати систему лінійних рівнянь за правилом Крамера:  













.9623
,8537
,1772

zух
zух

zух
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Розв’язання: 
З попередніх обчислень головний визначник системи дорівнює 168 . 

Обчислимо додаткові визначники, замінюючи по черзі перший, другий та 
третій стовбець головного визначника стовбцем вільних елементів: 

    


 67817529319571286317
629
538
1717

х  

1683361702731516306  ; 

    


 17679523815173197682
693
587
1172

у  

50471490242556396  ; 

    


 97782233171727387932
923
837
1772

z  

3364413215323816854  . 
Визначимо корені системи рівнянь за формулами Крамера: 

1
168
168









 хх ;    3
168

504








 уу ;     2
168
336









 zz . 

Отже, {1; –3; 2} – шуканий розв’язок системи лінійних рівнянь. 
 

Метод Гауса: 
Одним із найпоширеніших методів розв’язування систем лінійних рівнянь 

є метод послідовного виключення невідомих, або метод Гауса. Цей метод за-
пропонований Гаусом і ґрунтується на елементарних перетвореннях системи 
рівнянь.  

У системі (1.5) (при nm   від другого рівняння необхідно відняти перше, 

помножене на 
11

21

a
a ; від третього – відняти перше, помножене на 

11

31

a
a  і т. д. Оде-

ржимо систему: 




















mnnnnn

nn

nn

bxaxaxа

bхaxaxa
bxaxaxaxa

...
...

...
...

2211

22222122

11313212111

                                    (1.9) 
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У цій системі від третього рівняння віднімемо друге, помножене на a32'/a22', 
від четвертого – друге, помножене на a42'/a22' і т.д. Одержимо систему:  


























mnnnnn

nn

nn

nn

bxaxaxа

bxаха
bхaxaxa

bxaxaxaxa

...
...

...
...

...

2211

33333

22222122

11313212111

                                  (1.10) 

Далі аналогічно чинимо зі всіма рівняннями, починаючи з третього: від чет-
вертого віднімаємо третє, помножене на a43''/a33'' і т.д. Таку процедуру необхід-
но провести п разів, у результаті чого одержимо трикутну систему, у якій не 
буде елементів зліва від головної діагоналі. Штрихи біля коефіцієнтів означа-
ють, що при кожній дії коефіцієнти змінюють своє значення 


























11

33333

22222122

11313212111

...
...
...

...

n
nn

n
nn

nn

nn

nn

bxa

bxаха
bхaxaxa

bxaxaxaxa

                               (1.11) 

З останнього рівняння знаходимо 1

1





 n
nn

n
n

n a
bX ; підставивши це значення в 

)1( n -е рівняння, знайдемо 1nX . Таким чином поступово дійдемо до 1X . 
Розглянемо даний метод на прикладі: 
Приклад: Розв’язати систему лінійних рівнянь методом Гауса: 













0
32

6

zyx
zyx

zух
. 

Виконаємо елементарні перетворення над рядками розширеної матриці: 





















0
3
6

111
112
111


















6
9
6

200
130
111

















3
9
6

100
130
111

. 

Тоді маємо нову систему: 












3
93

6

z
zy
zух

, з якої отримуємо: 












3
2
1

z
y
х

. 

Видозміною методу Гауса є метод Жордана-Гауса, у якому нулі отримують 
не тільки нижче головної діагоналі, але й вище неї. Для цього після першого ж 
віднімання методом Гауса від першого рівняння віднімають друге, помножене 
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на a1п /a2п', так щоб в першому рівнянні зникло nX . Далі аналогічно від третьо-
го віднімають друге, помножене на a3п'/a2п' і т. д., поки не зникне nX  у всіх рів-
няннях крім останнього. Дії ліквідації перших та останніх невідомих викону-
ються почергово: х1 і хп, х2 і хп-1 і т. д. У результаті проведених дій система ма-
тиме вигляд:  




























)1()1(

3333

2222

1111

...............
n

nn
n

nn bxa

bxa
bxa
bxa

                               (1.12) 

 

З цієї системи відразу ж знаходиться будь-яка невідома. 
ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

Розв’язати систему лінійних рівнянь: 

№1.81. 












;5536
,7352

,9234

zух
zух
zух

 №1.82. 












;024
,1343
,732

zух
zух
zух

 

№1.83. 












;15423
,133
,02

zух
zух
zух

 №1.84. 












;0623
,332
,42

zух
zух

zух
 

№1.85. 












;924
,832
,6635

zух
zух
zух

 №1.86. 












;82
,112

,3

zух
zух
zух

 

№1.87. 












;10428
,655
,5432

zух
zух
zух

 №1.88. 












;774
,223

,122

zух
zух
zух

 

№1.89. 












;021,0
,462
,138

zух
zух
zух

 №1.90. 












;853
,1432

,45

zух
zух
zух

 

№1.91. 












;3342
,926
,243

zух
zух

zух
 №1.92. 













;354
,2
,523

zух
zух

zух
 

Індивідуальне завдання 
Розв’язати систему лінійних рівнянь трьома способами: 
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1. 












.12465
,20233
,632

zух
zух
zух

 2. 












.223
,432
,032

zух
zух
zух

 

3. 












;2746
,1379

,20952

zух
zух

zух
 4. 













;2327
,25453
,9324

zух
zух
zух

 

5. 












.72
,132
,2

zух
zух

zух
 6. 













;3534
,20342
,5243

zух
zух
zух

 

7. 












;10254
,432
,3423

zух
zух
zух

 8. 












;932
,17243

,232

zух
zух
zух

 

9. 












;94
,944
,9252

zух
zух
zух

 10. 












.82
,12
,3

zух
zух

zух
 

/Завдання обирається за останньою цифрою номера студента в списку.  
Наприклад, студенти за номерами 3, 13 та 23 розв’язують систему №3./ 

 
§ 7. Прямокутні системи 

Згідно з теоремою Кронекера-Капеллі для сумісних систем ранг матриці А 
повинен дорівнювати рангу розширеної матриці. При знаходженні рангу пере-
ходять від мінора нижчого порядку до облямовуючого його мінора вищого по-
рядку. Якщо одержаний ранг дорівнює r, то з матриці А вибирають r лінійно 
незалежних рядків: у системі залишають лише ті рівняння, коефіцієнти яких 
увійшли у вибрані рядки. У цих рівняннях зліва залишимо такі r невідомих, для 
яких визначник з їх коефіцієнтів не дорівнює нулю. Інші невідомі переносимо 
вправо і вважаємо їх вільними. Цим довільним невідомим надаємо довільні зна-
чення і знаходимо невідомі зліва (наприклад, за правилом Крамера).  

Приклад: 
 
 

 
 

Мінор 2-го порядку: 
3     4  
1     1

=−3−4=−70. 














0895
4343

12

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
; 

18951
34113
11211





A  
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Мінор 3-го порядку: 




189
341
112

−8−8+27+36+1−8=0. 

Розширена матриця: 
0
4
1

18951
34113
11211





A . 

Мінор 2-го порядку: 
4    3
1     1

=4−3=10. 

 

Мінор 3-го порядку: 
018
434
111




=0+4−32+24+4−0=0. 

Ранг матриці А і ранг розширеної матриці r=2, тому система сумісна, але 
не визначена, (число невідомих більше за число рівнянь). Запишемо два рів-
няння, у яких зліва залишимо дві невідомі х1 і х2 (у нас r =2): 








54321

54321

3443
21

xxxxx
xxxxx

 

При додаванні одержимо: 5
43

15431 4
3

44
54354 хххxxxxx  . 

Тоді:  

 5
43

54315432 4
3

44
52121 xxxxxxxxxxx .

4
7

4
7

4
1

43 xx     

Одержали: 














.
4
7

4
7

4
1

4
3

4
1

4
5

432

5431

xxx

xxxx
 

Це загальний розв’язок системи, з якого можна одержати низку розв’язків, 

надаючи вільним невідомим конкретні значення. Наприклад: (
4
5 ; 

4
1

 ; 0; 0; 0); 

(2, 5, 3, 0, 0) і т. д. є розв’язками системи. 
ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

Використовуючи теорему Кронекера-Капеллі, встановити чи сумісна сис-
тема і, якщо сумісна розв’язати: 
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№1.93. 












;33224
,122

,24224

4321

4321

4321

хххх
хххх
хххх

 №1.94. 












;1194
,32
,237

21

21

21

хх
хх
хх

 

№1.95. 












;0563
,1242
,725

4321

4321

4321

хххх
хххх

хххх
 №1.96. 













;474
,12
,387

21

21

21

хх
хх
хх

 

№1.97. 












;0343
,1895

,12

54321

54321

54321

ххххх
ххххх

ххххх
 №1.98. 













;12
,43
,12

21

21

21

хх
хх
хх

 

№1.99. 












;55324
,33524

,132

4321

4321

4321

хххх
хххх

хххх
 №1.100. 













;122
,323
,234

321

321

321

хх
ххх
ххх

 

№1.101. 












;523
,33

,322

321

321

321

ххх
ххх

ххх
 №1.102. 













;4223
,132

,532

321

321

321

ххх
ххх
ххх

 

Індивідуальне завдання 
Дослідити систему на несумісність і, якщо вона сумісна розв’язати: 

 











;31
,12
,2

4321

4321

4321

хNххх
ххNхх

хххNх
 де N – остання цифра номера студента за списком. 

Запитання до розділу І: 
1. Що називається лінійним рівнянням? 
2. Що називають матрицею? Види матриць. 
3. Дії над матрицями. 
4. Що називають визначником? Властивості визначників. 
5. Правила розкриття визначників другого та третього порядків. 
6. Мінор та алгебраїчне доповнення. 
7. Правило розкриття визначника будь-якого порядку. 
8. Розв’язування систем лінійних рівнянь методом Гауса. 
9. Правило Крамера. 
10. Що називають оберненою матрицею? 
11. Матричний метод розв’язування систем лінійних рівнянь. 
12. Що таке ранг матриці? 
13. Теорема Кронекера – Капеллі. 
14. Прямокутні та однорідні системи. 


