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У роботі розглянуто методи наближеного представлення розподілу сумар-
них об’ємів виплат страхових компаній, які використовують лише перші декілька 
моментів випадкової величини й урізані ортогональні розклади щільності та фун-
кції розподілу. У якості прикладів застосувань нами представлені у стислій, гото-
вій до практичного використання, формі апроксимації Бауерса, Грама — Шарльє, 
Ед’єворса (Еджворта) та Есшера.  

Ключові слова: страхова компанія, сумарний об’єм виплат, апроксимація, 
лінійна комбінація, моменти випадкової величини, ортогональні поліноми. 
 
Нехай функція ( )f x  задана на )0, .é ,¥ë  Нехай, також, ( ) 0w x >  є непере-

рвною функцією, такою, що інтеграл  

0
( ) ( )x w x dx

,¥
pò  

існує для довільного полінома ( ).xp  Припускаємо, що 0( ),xp  1( ),xp  2( ),xp …, 
це послідовність ортогональних поліномів (існує досить багато рекурсивних 
алгоритмів для отримання таких послідовностей) відносно вагової функції 

( ),w x  тобто 

0
( ) ( ) ( ) 0,i jx x w x dx

,¥
p p =ò  для ;i j¹  

тут поліном ( )k xp  має степінь .k   
При досить регулярних умовах, деталі досить легко уточняються в підруч-

никах з дійсного аналізу, отримуємо розклад   
0 0 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n nf x K w x K x w x K x w x= p , p , , p ,  (1) 

де  
1

0
( ) ( )i i iK a x f x dx

,¥-= pò  та 2

0
: ( ) ( )i ia x w x dx

,¥
= pò  для 0,1,2, .i =   

З чого випливає, що коефіцієнт iK  є лінійною комбінацією перших i  моментів 
функції ( ).f x  У випадку, коли функція ( )f x  є щільністю розподілу сумарних 
об’ємів виплат страхової компанії ,S  має місце представлення 

1 ( ) .i i iK a E S- é ù= pë û  
Урізуючи розклад (1), отримаємо апроксимацію щільності ( )f x  із викорис-

танням лише перших N  моментів випадкової величини ,S  а саме  

0 0 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).N Nf x K x w x K x w x K x w x» p , , p , , p            (2) 
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У такий спосіб отримують досить багато широко-вживаних апроксимацій 
сумарних об’ємів виплат страхових компаній (скажімо, сумарний об’єм річних 
виплат, сумарний об’єм виплат згенерований одним типом контрактів клієнта-
ми тієї чи іншої компанії, тощо), як наприклад, апроксимація гамма-функцією 
Бауерса, апроксимація Грама — Шарльє, апроксимація Ед’єворса, апроксимація 
Есшера, Normal I та Normal II апроксимації, тощо.  

Зупинімося детальніше на перших чотирьох зі щойно згаданих публікацій. 
Апроксимація гамма-функцією Бауерса. В апроксимації Бауерса 

(Bowers’ gamma function approximation) абсолютно неперервна випадкова вели-
чина 0,S ³  яку можна трактувати як сумарний об’єм виплат, спочатку норму-
ється : ,normS S= D  де : / ,E S Var Sé ù é ùD = ë û ë û  а потім замінюється ( ),Gamma a m  

випадковою величиною, щільність якої позначатимемо ( ),gamma
normf x  так, що її пе-

рші два моменти збігаються з відповідними моментами .nornS  Після цього, до 

щільності ( )gamma
normf x  описується процедура описана у вступі до даної публікації 

з використанням 1( ) / ( ),xx x ea- -x = G a  а в якості поліномів використовуються 
поліноми Лагера (Laguerre polinomials) 

( )1 1( ) ( 1) ,
k

k x k x
k k

d
L x x e x e

dx
-a ,a- -= -  

які, як відомо, є ортогональними відносно гамма-щільності. При цьому перші 
коефіцієнти розкладу матимуть вигляд  

3
0 1 2 3

( )
1, 0, 0, ( 1)( 2) ,

6 ( 3) normK K K K E S
G a é é ù ù= = = = -a a , a ,ê ê ú úë ë û ûG a ,

  

а наближення (2) для 3N =  матиме наступний вигляд 
 3 3( ) ( ) ( ) ( ),gamma

normf x x K L x x» x , x   
відповідну функцію розподілу, при цьому, можна наблизити наступним чином  

 3 30
( ) ( ) ( ) ( ) ,

x
gamma
nornF x W x K L y y dy» , xò   

де ( )W x  це ( ,1)Gamma a  функція розподілу. 
Деталі обчислень подано в роботі Bowers (1967). 
Апроксимація Грама — Шарльє. В апроксимації Грама — Шарльє 

(Gram–Charlier approximation) розглядається нормована випадкова величина ,Z  
з середнім 0  та дисперсією 1,  з функцією розподілу ( ).G z  Область інтегрування 
всіх інтегралів у вступі до даної публікації змінюється з )0,é ,¥ë  на 

( ), ,-¥ , ¥  e якості функції ( )xx  використовується стандартна нормальна 
щільність ( ),xj  а в якості ортогональних поліномів — поліноми Ерміта 
(Hermit’s polynomials) ( )( ) ( ) ( ),k

kH x x x= j j  для 0,1,2, ,k =   де  
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3 4
0 1 2 3 41, 0, [ ] 3!, ( [ ] 3) 4!.K K K K E Z K E Z= = = = - = -  

Для отримання наближення щільності Z  використовують розклад  
(3) (4)

3 4( ) ( ) ( ) ( ) ,dG z z K z K z= j , j , j ,  
а для отримання наближень функції розподілу — розклад  

(3) (4)
3 4( ) ( ) ( ) ( ) ,G z z K z K z= G , G , G ,  

де ( )zG  — стандартна нормальна функція розподілу. 
У монографії Gerber (1979) наведено результати застосування щойно опи-

саного алгоритму до моделювання сумарних об’ємів виплат страхової компанії 
за допомогою складно-пуассонівського процесу з відомим параметром інтенси-
вності та відомими характеристиками розподілу індивідуальних виплат. 

Метод названо на честь датського математика Йоргена Грама (Jørgen 
Gram) та швецького астронома Карла Шарльє (Carl Charlier), який уперше опи-
сано в роботах Gram (1883) та Charlier (1905—06). 

Апроксимація Ед’єворса. В апроксимації Ед’єворса (Edgeworth approxi-
mation) розглядається нормована випадкова величина Z (з середнім 0  та диспе-
рсією 1) з функцією розподілу ( )G z  та генератрисою ( ).M t  Стартуючи з розк-
ладу в ряд Тейлора логарифма від генератриси в околі нуля 

0
log ( ) ,k

kk
M t a t

¥

=
= å  

при цьому 
3 4

0 1 2 3 40, 1 2, [ ] 6, ( [ ] 3) 24,a a a a E Z a E Z= = = = = -   
отримуємо, виділивши основну компоненту в окремий множник  

( )2 3 4
3 4( ) exp( 2) exp .M t t a t a t= × , ,  

Замінивши другий множник його ж розкладом у ряд Тейлора, отримуємо  
( ) { }2 3 4 2 6

3 4 3( ) exp 2 1 2 .M t t a t a t a t= × , , , ,  

Узявши до уваги те, що ( )2exp 2kt t  є генератрисою для ( )( 1) ( ),k k x- j  де 

( )xj  це стандартна нормальна щільність, з останнього представлення маємо 
(3) (4) 2 (6)

3 4 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ,dG z z a z a z a z= j , j , j , j ,   
що й називають розкладом Ед’єворса. Ініціюючою вважають роботу Edgeworth 
(1905). З описом еволюції подібних методів можна ознайомитись, наприклад, у 
роботі Blinnikov та Moessner (1998). У роботі Goovaerts та ін. (1977) отримано 
аналог апроксимації Ед’єворса для розподілів з важкими хвостами. 

Апроксимація Есшера. Перетворенням Есшера (для h Î  ) функції роз-
поділу ( )F x  випадкової величини S  називають 

( ) : ( ) ;
x

hy hS
hF x e dF y E e

-¥
é ù= ê úë ûò  

35



перетворенням Есшера величини ,S  у свою чергу, називається випадкова вели-
чина : [ ].hS hS

hS Se E e=   

Апроксимація Ед’єворса дає досить гарне наближення в околі ,E Sé ùë û  і точ-
ність її може бути гіршою у випадку відхилень від .E Sé ùë û  Як наслідок, ідея апрок-
симації Есшера (Esscher approximation) полягає в тому, що при потребі оцінки ве-
личини { }( ) ,F x P S x= £  для фіксованого ,x  спочатку здійснюють перетворен-

ня Есшера з вибором *( )h x  так, що *( )
[ ] ,

h x
E S x=  а потім застосовують апрокси-

мацію Ед’єворса не до (),F ×  а до *( )
( )

h x
F ×  і виконують обернене перетворення. 

У випадку, коли S  має складно-пуассонівський розподіл з параметром інтен-
сивності m  та генератрисою розміру індивідуальних виплат ( )m t  апроксимація 
Есшера в розкладі до третього доданка, при 0,h >  дає наступне наближення 

 [ ( ) 1]
0 31 2 3 2

( )
( ) 1 ( ) ( ) ,

6 ( ( ))

m h hx m h
F x e E u E u

m h

m - -
ì üï ï¢¢¢ï ïï ï= - -í ýï ï¢¢mï ïï ïî þ

  

де 1 2
: ( ( )) ,u h m h¢¢= m  а h  є розв’язком рівняння ( ) .m h x¢m =  Крім того, 

 ( )

0
( ) ( ) , 0,1,2, ,uz k

kE u e z dz k
,¥ -= j =ò для   

це так звані функції Есшера, а ()j ×  — стандартна нормальна щільність.  
Першоджерелами апроксимації Есшера слід вважати роботи Esscher (1932) та 

Esscher (1963). Normal I та Normal II апроксимації добре описані в роботі Beard та 
ін. (1969). Порівняльний аналіз апроксимацій сумарних об’ємів виплат здійснений, 
зокрема, у роботі Bohman та Esscher (1963). Із загальними концепціями ортогональ-
них наближень можна ознайомитись у монографії Szegö (1975).  
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