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Анотацiя. В роботi представлено та доведено характеризацiйну теорему для вико-

нання властивостi адитивностi швейцарським принципом пiдрахунку вартостi стра-

хових контрактiв. Теорема сформульована у виглядi необхiдних та достатнiх умов

(залежних вiд параметра збалансованостi мiж принципом середнього значення та

принципом нульової корисностi страховика) володiння властивiстю адитивностi на-

кладених на гладкi допомiжнi функцiї якi, при заданому значеннi параметра зба-

лансованостi, повнiсстю задають швейцарський принцип страхового оцiнювання.

Abstract. In the article we formulate and prove characterization theorem for holding

of the additivity property which can be possessed or not possessed by the Swiss insurance

premium calculation principle. The theorem is formulated in a form of necessary and

sufficient conditions (depending on the balancing parameter between the mean value

premium principle and the insurer zero utility premium principle) of holding of the

additivity property imposed on the smooth auxiliary functions which, under fixed value

of the balancing parameter, entirely define the Swiss insurance premium calculation

principle.

1. Вступ

Нехай випадкова величина X, з функцiєю розподiлу FX(x), вiдображає розмiр

страхової компенсацiї, пов’язаної з певною страховою угодою. Премiю, яку слiд за-

платити при укладаннi угоди за покриття ризику X, позначатимемо π[X].

Здебiльшого, випадкова величина X вважається невiд’ємною випадковою величи-

ною, тобто, вона прийматиме значення нуль у випадку коли контракт не призводить

до страхової подiї, та рiвна розмiру страхової компенсацiї у випадку появи страхо-

вої подiї. Проте, вiд’ємнi значення випадкової величини X iнколи допускаються, та
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трактуються як компенсацiї, що надходять вiд застрахованого до страхової компанiї,

скажiмо, як штрафнi санкцiї за невиконання умов контракту.

Означимо тепер декiлька методiв/принципiв пiдрахунку вартостi страхових конт-

рактiв, якi ми збираємось аналiзувати.

Нетто премiя для ризику X, яку в статтi позначатимемо πнетто[X], означається

як математичне сподiвання розмiру страхової компенсацiї, асоцiйованої з ризиком

X, тобто

πнетто[X] := E[X].

Експоненцiйна премiя, залежна вiд параметра β, для ризику X, яку в статтi по-

значатимемо πексп.(β)[X], означається наступним чином

πексп.(β)[X] :=
1

β
log
(
E[eβX ]

)
, для β > 0.

Премiя середнього значення для ризику X (яку в статтi позначатимемо πс.з.[X])

основана на функцiї v(x) ∈ C2(R) такої, що v′(x) > 0 та v′′(x) ≥ 0 для x ∈ R,

означається як розв’язок рiвняння

v(πс.з.[X]) = E[v(X)]. (1)

Премiя нульової корисностi страховика для ризику X, яку позначатимемо як

πн.к.с.[X], означається як розв’язок рiвняння

U(0) = E[U(πн.к.с.[X]−X)] (2)

де функцiя U(x) ∈ C2(R) — це функцiя корисностi страховика, тобто є такою, що

U ′(x) > 0 та U ′′(x) ≤ 0, для x ∈ R.

Швейцарська премiя для ризику X (яку в статтi позначатимемо як πшвейц.[X])

залежна вiд параметру ∆ ∈ [0, 1] та основана на функцiї V (x) ∈ C2(R) такiй, що

V ′(x) > 0 та V ′′(x) ≥ 0, для x ∈ R, означається як розв’язок рiвняння

V ((1−∆)πшвейц.[X]) = E[V (X −∆πшвейц.[X])]. (3)

Звернемо увагу на те, що у випадку ∆ = 0 швейцарська премiя еквiвалентна премiї

середнього значення в якiй v(x) := V (x). Звернемо також увагу на те, що у випадку

∆ = 1 рiвняння (3) можна переписати в наступному виглядi

−V (0) = E[−V (−(π[X]−X))].

Отже, у випадку ∆ = 1, швейцарська премiя є еквiвалентною премiї нульової кори-

сностi страховика з функцiєю корисностi U(x) := −V (−x).
У випадках, коли принцип середнього значення, принцип нульової корисностi стра-

ховика та швейцарський принцип застосовується до деяких спецiальних класiв ризи-

кiв (в якостi прикладу таких класiв можна обрати клас усiх невiд’ємних ризикiв, в

якостi альтернативи можна згадати клас усiх невiд’ємних ризикiв, обмежених звер-

ху деяким фiксованим позитивним дiйсним значенням) достатньо означати функцiї
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v(x), U(x) та V (x) на пiдмножинах R зi збереженням властивостей монотонностi та

опуклостi, а також збереженням коректного математичного змiсту рiвнянь (1)–(3)

для всiх ризикiв з розглянутого класу.

Говоритимемо, що метод пiдрахунку вартостi страхових контрактiв π[X] володiє

властивiстю адитивностi, якщо для будь-яких двох незалежних ризикiв X2 та X2

має мiсце рiвнiсть

π[X1 +X2] = π[X1] + π[X2]. (4)

Бiльш детально про методи пiдрахунку вартостi страхових контрактiв, а також

про властивостi, якими вони можуть володiти або не володiти, можна почитати,

наприклад, в роботах Asmussen та Albrecher (2010), Boland (2007), Bowers та iншi

(1997), Bühlmann (1970), Dickson (2005), Gerber (1979), De Vylder та iншi (1984), De

Vylder та iншi (1986), Kaas та iншi (2008), Kremer (1999), Rolski та iншi (1998), Straub

(1988).

Варто зауважити, що дослiдження, пов’язанi з теоремами характеризацiйного ти-

пу для властивостей, якими можуть володiти або не володiти методи пiдрахунку

вартостi страхових контрактiв означенi з використанням гладких допомiжних фун-

кцiй, були iнiцiйованi швейцарським математиком Хансом Гербером (ch: Hans-Ulrich

Gerber), див. Gerber (1979).

2. Характеризацiйна теорема для властивостi адитивностi

Наступна теорема демонструє необхiднi та достатнi умови володiння властивiстю

адитивностi швейцарським принципом пiдрахунку вартостi страхових контрактiв.

Теорема 1. Для будь-якого фiксованого значення параметра ∆ ∈ [0, 1], швейцар-

ський принцип страхового оцiнювання володiє властивiстю адитивностi тодi й

лише тодi, коли V (x) = ax + b, для a > 0, чи V (x) = αeβx + γ, для min[α, β] > 0,

тобто, лише у випадках спiвпадання або з нетто принципом, або з експоненцiйним

принципом.

Звернемо увагу на те, що клас функцiй V (x) = αeβx+γ, для min[α, β] > 0, мiстить

в собi, зокрема, всi функцiї виду v(x) = τx, для τ > 1.

Доведення. Почнемо з доведення твердження достатностi. У випадку V (x) = ax+ b,

при a > 0, для довiльного ризику X та довiльного ∆ ∈ [0, 1], вихiдне рiвняння (3)

набуватиме наступного вигляду

a(1−∆)πшвейц.[X] + b = aE[X]− a∆πшвейц.[X] + b,

отже, в розглянутому випадку,

πшвейц.[X] = E[X] = πнетто[X]. (5)
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З iншого боку, при зазначених умовах, з рiвняння (3) для будь-яких двох незалежних

ризикiв X1 +X2 слiдує

a(1−∆)πшвейц.[X1 +X2] + b = E[a(X1 +X2 −∆πшвейц.[X1 +X2]) + b], (6)

отже, використавши тотожностi (5), з рiвняння (6) отримуємо

πшвейц.[X1 +X2] = E[X1] + E[X2] = πшвейц.[X1] + πшвейц.[X2].

Тобто, для будь-якого значення параметра ∆ ∈ [0, 1], швейцарський принцип стра-

хового оцiнювання володiє властивiстю адитивностi у випадку лiнiйної функцiї V (x).

Перейдемо до розгляду випадку V (x) = αeβx+γ, при min[α, β] > 0. При вказаному

виборi функцiї V (x), для довiльного ризику X та ∆ ∈ [0, 1], рiвняння (3) набуватиме

наступного вигляду

α eβ(1−∆)πшвейц.[X] + γ = α · E[eβX ] · e−β∆πшвейц.[X] + γ,

з чого слiдує, що у зазначеному випадку

πшвейц.[X] =
1

β
log(E[eβX ]) = πексп.(β)[X]. (7)

З iншого боку, при вказаних умовах, для будь-яких двох незалежних ризикiв X1 та

X2 з рiвняння (3) слiдує

α exp(β(1−∆)πшвейц.[X1 +X2]) + γ = E[α exp(β(X1 +X2 −∆πшвейц.[X1 +X2])) + γ],

тобто, використавши тотожностi (7), зi щойно представленого рiвняння отримуємо

πшвейц.[X1 +X2] =
1

β
log(E[eβ X1 ]) +

1

β
log(E[eβ X2 ]) = πшвейц.[X1] + πшвейц.[X2].

Отже, як бачимо, при будь-якому фiксованому значеннi параметра ∆ ∈ [0, 1], швей-

царський принцип страхового оцiнювання володiє властивiстю адитивностi також у

випадку експоненцiйної функцiї V (x).

Доведення твердення достатностi завершене, тому перейдемо до доведення твер-

дження необхiдностi.

Звернемо увагу на те, що швейцарський принцип страхового оцiнювання є iн-

варiантним по вiдношенню до лiнiйних перетворень функцiї V (x), тобто, принцип

оснований на конкрентно обранiй функцiї V (x) та принцип оснований на функцiї

V (x) := l1V (x)+l2, для l1 > 0, породжуватимуть однаковi премiї. Тут умова l1 > 0 на-

кладається для збереження припущення позитивностi першої похiдної функцiї V (x).

З метою спрощення обчислень пiд час пошуку необхiдних умов адитивностi швей-

царського принципу, отримаємо спочатку всi допустимi представлення у випадку на-

явностi адитивностi для нормованої функцiї V (x) з наступним вибором нормуючих

коефiцiєнтiв

l1 = 1/V ′(0) та l2 = −V (0)/V ′(0), (8)

а потiм повернемося до вiдповiдного загального вигляду функцiї V (x).
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Звернемо увагу на те, що нормована функцiя V (x) з коефiцiєнтами виду (8) задо-

вольняє наступнi граничнi умови

V (0) = 0, V
′
(0) = 1 та V

′′
(0) = κ,

для деякої дiйсної сталої κ ≥ 0.

Для того, щоб показати, що для довiльного фiксованого значення параметра

∆ ∈ [0, 1] швейцарський принцип оснований на функцiї V (x) вiдмiннiй вiд лiнiйної

чи експоненцiйної не володiтиме властивiстю адитивностi, розглянемо бернулiвську

випадкову величину X, яка прийматиме значення t (тут t — це ненульовий дiйсний

параметр) та 0 з ймовiрностями p та 1− p вiдповiдно. Будучи випадковою функцiєю

параметрiв p та t ризик X в межах публiкацiї позначатиметься як X t
p.

Рiвняння (3) основане на функцiї V (x) для ризику X t
p та довiльного ∆ ∈ [0, 1]

набуватиме наступного вигляду

V ((1−∆)πшвейц.[X
t
p]) = V (t−∆πшвейц.[X

t
p])p+ V (−∆πшвейц.[X

t
p])(1− p). (9)

Пiдставивши p = 0 в рiвняння (9), отримуємо

V ((1−∆)πшвейц.[X
t
0]) = V (−∆πшвейц.[X

t
0]). (10)

Так як V
′
(x) > 0 для всiх x ∈ R, то з рiвняння (10) слiдує

πшвейц.[X
t
0] = 0. (11)

Перейдемо до частинних похiдних вiдносно параметра p з обох сторiн рiвняння (9)

V
′
((1−∆)πшвейц.[X

t
p]) · (1−∆) · ∂

∂p
πшвейц.[X

t
p] =

= V (t−∆πшвейц.[X
t
p]) − V (−∆πшвейц.[X

t
p]) −

− ∆ · V ′
(t−∆πшвейц.[X

t
p]) ·

∂

∂p
πшвейц.[X

t
p] · p −

− ∆ · V ′
(−∆πшвейц.[X

t
p]) ·

∂

∂p
πшвейц.[X

t
p] · (1− p).

(12)

Пiдставивши p = 0 в рiвняння (12), отримуємо

V
′
((1−∆)πшвейц.[X

t
0]) · (1−∆) · ∂

∂p
πшвейц.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

=

= V (t−∆πшвейц.[X
t
0]) − V (−∆πшвейц.[X

t
0]) −

− ∆ · V ′
(−∆πшвейц.[X

t
0]) ·

∂

∂p
πшвейц.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

.

(13)

Зкомбiнувавши (13) та (11), отримуємо

V
′
(0) · (1−∆) · ∂

∂p
πшвейц.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= V (t)−V (0)−∆ ·V ′
(0) · ∂

∂p
πшвейц.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

. (14)
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Пiдставивши граничнi умови V (0) = 0 та V
′
(0) = 1 в рiвняння (14) ми отримуємо

представлення для частинної похiдної швейцарської премiї вiдносно параметра p в

точцi p = 0, а саме,
∂

∂p
πшвейц.[X

t
p]

∣∣∣∣
p=0

= V (t). (15)

Розглянемо також бернулiвську випадкову величину Y , незалежну по вiдношенню

до ризику X t
p, яка прийматиме значення h (тут h — це ненульовий дiйсний параметр)

та 0 з ймовiрностями q та 1−q вiдповiдно. Будучи випадковою функцiєю параметрiв

h та q, ризик Y в межах публiкацiї позначатиметься як Y h
q .

Використовуючи аргументацiю схожу до щойно представленої для ризику X t
p,

отримуємо наступнi тотожностi

πшвейц.[Y
h
0 ] = 0, та

∂

∂q
πшвейц.[Y

h
q ]

∣∣∣∣
q=0

= V (h). (16)

Легко бачити, що ризик X t
p + Y h

q прийматиме значення t+ h, t, h та 0 з ймовiрно-

стями pq, p(1− q), (1− p)q та (1− p)(1− q) вiдповiдно.

У випадку адитивного швейцарського принципу страхового оцiнювання повинна

виконуватись наступна тотожнiсть

πшвейц.[X
t
p + Y h

q ] = πшвейц.[X
t
p] + πшвейц.[Y

h
q ].

Тобто, при наявностi адитивностi, вихiдне рiвняння (3) основане на нормованiй фун-

кцiї V (x) при довiльному фiксованому ∆ ∈ [0, 1] для ризику X t
p + Y h

q може бути

представлене в наступному виглядi

V ((1−∆)πшвейц.[X
t
p] + (1−∆)πшвейц.[Y

h
q ]) =

= V (t+ h−∆πшвейц.[X
t
p]−∆πшвейц.[Y

h
q ]) · pq

+ V (t−∆πшвейц.[X
t
p]−∆πшвейц.[Y

h
q ]) · p(1− q)

+ V (h−∆πшвейц.[X
t
p]−∆πшвейц.[Y

h
q ]) · (1− p)q

+ V (−∆πшвейц.[X
t
p]−∆πшвейц.[Y

h
q ]) · (1− p)(1− q).

(17)
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Перейдемо до частинних похiдних вiдносно параметра p з обох сторiн рiвняння (17)

V
′
((1−∆)πшвейц.[X

t
p] + (1−∆)πшвейц.[Y

h
q ]) · (1−∆) · ∂

∂p
πшвейц.[X

t
p] =

= − V
′
(t+ h−∆πшвейц.[X

t
p]−∆πшвейц.[Y

h
q ]) ·∆ · ∂

∂p
πшвейц.[X

t
p] · pq

+ V (t+ h−∆πшвейц.[X
t
p]−∆πшвейц.[Y

h
q ]) · q

− V
′
(t−∆πшвейц.[X

t
p]−∆πшвейц.[Y

h
q ]) ·∆ · ∂

∂p
πшвейц.[X

t
p] · p(1− q)

+ V (t−∆πшвейц.[X
t
p]−∆πшвейц.[Y

h
q ]) · (1− q)

− V
′
(h−∆πшвейц.[X

t
p]−∆πшвейц.[Y

h
q ]) ·∆ · ∂

∂p
πшвейц.[X

t
p] · (1− p)q

− V (h−∆πшвейц.[X
t
p]−∆πшвейц.[Y

h
q ]) · q

− V
′
(−∆πшвейц.[X

t
p]−∆πшвейц.[Y

h
q ]) ·∆ · ∂

∂p
πшвейц.[X

t
p] · (1− p)(1− q)

− V (−∆πшвейц.[X
t
p]−∆πшвейц.[Y

h
q ]) · (1− q).

(18)

Перейдемо тепер до частинних похiдних вiдносно параметра q з обох сторiн рiвня-

ння (18)

V
′′
((1−∆)πшвейц.[X

t
p] + (1−∆)πшвейц.[Y

h
q ]) · (1−∆)2 · ∂

∂p
πшвейц.[X

t
p] ·

∂

∂q
πшвейц.[Y

h
q ] =

= V
′′
(t+ h−∆πшвейц.[X

t
p]−∆πшвейц.[Y

h
q ]) ·∆2 · ∂

∂p
πшвейц.[X

t
p] ·

∂

∂q
πшвейц.[Y

h
q ] · pq

− V
′
(t+ h−∆πшвейц.[X

t
p]−∆πшвейц.[Y

h
q ]) ·∆ · ∂

∂p
πшвейц.[X

t
p] · p

− V
′
(t+ h−∆πшвейц.[X

t
p]−∆πшвейц.[Y

h
q ]) ·∆ · ∂

∂q
πшвейц.[Y

h
q ] · q

(продовження рiвняння на наступнiй сторiнцi)
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(початок рiвняння на попереднiй сторiнцi)

+ V (t+ h−∆πшвейц.[X
t
p]−∆πшвейц.[Y

h
q ])

+ V
′′
(t−∆πшвейц.[X

t
p]−∆πшвейц.[Y

h
q ]) ·∆2 · ∂

∂p
πшвейц.[X

t
p] ·

∂

∂q
πшвейц.[Y

h
q ] · p(1− q)

+ V
′
(t−∆πшвейц.[X

t
p]−∆πшвейц.[Y

h
q ]) ·∆ · ∂

∂p
πшвейц.[X

t
p] · p

− V
′
(t−∆πшвейц.[X

t
p]−∆πшвейц.[Y

h
q ]) ·∆ · ∂

∂q
πшвейц.[Y

h
q ] · (1− q)

− V (t−∆πшвейц.[X
t
p]−∆πшвейц.[Y

h
q ])

+ V
′′
(h−∆πшвейц.[X

t
p]−∆πшвейц.[Y

h
q ]) ·∆2 · ∂

∂p
πшвейц.[X

t
p] ·

∂

∂q
πшвейц.[Y

h
q ] · (1− p)q

− V
′
(h−∆πшвейц.[X

t
p]−∆πшвейц.[Y

h
q ]) ·∆ · ∂

∂p
πшвейц.[X

t
p] · (1− p)

+ V
′
(h−∆πшвейц.[X

t
p]−∆πшвейц.[Y

h
q ]) ·∆ · ∂

∂q
πшвейц.[Y

h
q ] · q

− V (h−∆πшвейц.[X
t
p]−∆πшвейц.[Y

h
q ])

+ V
′′
(−∆πшвейц.[X

t
p]−∆πшвейц.[Y

h
q ]) ·∆2 · ∂

∂p
πшвейц.[X

t
p] ·

∂

∂q
πшвейц.[Y

h
q ] · (1− p)(1− q)

+ V
′
(−∆πшвейц.[X

t
p]−∆πшвейц.[Y

h
q ]) ·∆ · ∂

∂p
πшвейц.[X

t
p] · (1− p)

+ V
′
(−∆πшвейц.[X

t
p]−∆πшвейц.[Y

h
q ]) ·∆ · ∂

∂q
πшвейц.[Y

h
q ] · (1− q)

+ V (−∆πшвейц.[X
t
p]−∆πшвейц.[Y

h
q ]).

Пiдставивши p = q = 0 в щойно отримане рiвняння та використавши тотожностi

(11), (15), (16), а також граничнi умови V (0) = 0, V
′
(0) = 1 та V

′′
(0) = κ, ми

отримуємо рiвняння, яке нормована функцiя V (·) повинна задовольняти у випадку

адитивного швейцарського принципу, а саме,

κ · (1−∆)2 · V (t)V (h) = V (t+ h)−∆V
′
(t)V (h)−∆V

′
(h)V (t)− V (t)− V (h)

+ κ∆2V (t)V (h) + ∆V (t) + ∆V (h).
(19)

Розв’язуючи рiвняння (19) ми розглядатимемо окремо випадки ∆ = 1 та ∆ 6= 1

зкомбiнованi з окремим розглядом значень κ = 0 та κ > 0. Почнемо з випадку ∆ 6= 1

та κ = 0. В цьому випадку рiвняння (19) спрощується до наступного

V (t+ h) = ∆V
′
(t)V (h) + ∆V

′
(h)V (t) + (1−∆)V (t) + (1−∆)V (h). (20)

Перейшовши до часткових похiдних вiдносно параметра h в рiвняннi (19), ми отри-

муємо наступне рiвняння

V
′
(t+ h) = ∆V

′
(t)V

′
(h) + ∆V

′′
(h)V (t) + (1−∆)V

′
(h) (21)
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Перейшовши до границi при h прагнучому до нуля в рiвняннi (21) та використавши

граничнi умови V
′
(0) = 1 та V

′′
(0) = 0 ми отримуємо рiвняння

(1−∆)V
′
(t) = 1−∆. (22)

Параметр t приймав значення в R \ {0}, проте, завдяки неперервностi (яка слiдує

з диференцiйовностi) функцiї V (·), рiвняння (22) можна переписати в термiнах вихi-

дного параметра x ∈ R. Бiльш того, так як в даний момент ми розглядаємо випадок

∆ 6= 1, то рiвняння (22) можна спростити до наступного вигляду

V
′
(x) = 1. (23)

Зкомбiнувавши рiвняння (23) з граничною умовою V (0) = 0, отримуємо допустиме

представлення для нормованої функцiї V (x) у випадку ∆ 6= 1 та κ = 0, а саме,

V (x) = x. (24)

Використовуючи щойно отримане допустиме представлення (24) та перехiдну тото-

жнiсть

V (x) = l1V (x) + l2, для l1 = 1/V ′(0) та l2 = −V (0)/V ′(0), (25)

ми отримуємо рiвняння, яке вихiдна функцiя V (x) повинна задовольняти у випадку

∆ 6= 1 та κ = 0 при наявностi адитивностi швейцарського принципу, а саме,

V (x) = V ′(0)x+ V (0). (26)

З рiвняння (26) слiдує, що функцiя V (x) повинна бути функцiєю виду V (x) = ax+ b

з деякими дiйсними сталими a та b. Умова V ′(0) > 0 вимагає додаткового обмеження

для параметра a, а саме, параметр a мусить бути строго позитивною сталою.

Перейдемо до розгляду рiвняння (19) у випадку ∆ 6= 1 та κ > 0.

Перейшовши дослiдовно до частинних похiдних вiдносно параметра t а потiм вiд-

носно парамеьра h з обох сторiн рiвняння (19), отримуємо

κ(1− 2∆)V
′
(t)V

′
(h) = V

′′
(t+ h)−∆V

′′
(t)V

′
(h)−∆V

′′
(h)V

′
(t). (27)

Перейшовши до границi при h прагнучому до нуля в рiвняннi (27), та використав-

ши граничнi умови V
′
(0) = 1 та V

′′
(0) = κ, отримуємо рiвняння

(1−∆)V
′′
(t) = κ(1−∆)V

′
(t). (28)

Так як в даний момент ми розглядаємо випадок ∆ 6= 1 то рiвняння (28) спрощує-

ться до наступного

V
′′
(t) = κV

′
(t). (29)

З рiвняння (29), використавши граничнi умови V (0) = 0 та V
′
(0) = 1 (тут, завдяки

неперервностi функцiй V (·) та V
′
(·), величини V (0) та V

′
(0) можуть бути означенi

як limt→0 V (t) та limt→0 V
′
(t) вiдповiдно), ми отримуємо допустиме представлення

для нормованої функцiї V (·) у випадку V
′′
(0) > 0. Параметр t приймав значення
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в R \ {0}, проте, завдяки неперервностi, функцiя V (·) може бути представлена в

термiнах вихiдного параметра x ∈ R, а саме,

V (x) =
eκx − 1

κ
, для x ∈ R. (30)

Приймаючи до уваги те, що V
′′
(0) = κ, використавши представлення (30), та пе-

рехiдну тотожнiсть (25), ми отримуємо вiдповiдне допустиме представлення для ви-

хiдної функцiї V (x), а саме,

V (x) =
V ′(0)

V
′′
(0)

eV
′′
(0)x − V ′(0)

V
′′
(0)

+ V (0). (31)

З представлення (31) слiдує, що у випадку V
′′
(0) > 0 функцiя V (x) мусить бути

функцiєю виду V (x) = αeβx + γ з деякими дiйсними сталими α, β та γ. Бiльш того,

умови V ′(0) > 0 та V
′′
(0) > 0 вимагають додаткових обмежень для параметрiв α та

β, а саме, обидва згаданi параметри повиннi бути позитивними сталими, або, що те

саме, min[α, β] > 0.

Перейдемо тепер до розгляду випадку ∆ = 1. В цьому випадку рiвняння (19)

спрощується до наступного

0 = V (t+ h)− V ′
(t)V (h)− V ′

(h)V (t) + κV (t)V (h). (32)

Розв’язуючи рiвняння (32) ми знову розглядатимемо окремо випадки κ = 0 та κ >

0. Почнемо з випадку κ > 0. Так як функцiя V (·) є опуклою вниз, то з урахуванням

граничної умови V (0) = 0, справедливою є наступна нерiвнiсть

V (2t) ≥ 2V (t). (33)

Пiдставивши t = h в рiвняння (32), отримуємо

0 = V (2t)− 2V
′
(t)V (t) + κV

2
(t). (34)

З метою дослiдження поведiнки нормованої функцiї V (t) на мiнус нескiнченно-

стi, без втрати загальностi, припускатимемо деякий час, що параметр t приймає

лише строго негативнi значення. Як вже зазначалося у вступi до даної публiкацiї,

у випадку ∆ = 1 швейцарський принцип є еквiвалентним принципу нульової кори-

сностi страховика з функцiєю корисностi U(x) := −V (−x). Тобто, завдяки рiвностi

V (x) = −U(−x), дослiдження поведiнки нормованої функцiї V (·) на мiнус нескiнчен-

ностi вiдповiдає дослiдженню функцiї корисностi страховика при нескiнченно зро-

стаючому значеннi капiталу страховика.

З рiвняння (34), взявши до уваги нерiвнiсть (33), отримуємо

2V
′
(t)V (t) ≥ 2V (t) + κV

2
(t). (35)
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Так як V (0) = 0 та V
′
(x) > 0 для x ∈ R, то, для всiх t < 0 отримуємо V (t) < 0.

Отже, з нерiвностi (35) у випадку t < 0 слiдує (пiсля дiлення на 2V (t))

V
′
(t) ≤ 1 +

κ

2
V (t). (36)

Так як κ > 0 то з нерiвностi (36) слiдує, що функцiя V (t) повинна бути обмеженою

знизу, бо в противному разi величина 1 + κV (t)/2 була б вiд’ємною для достатньо

малих значень параметра t, а це б протирiчило припущенню позитивностi першої

похiдної функцiї V (x) для всiх x ∈ R.

Так як V (0) = 0, а також з урахуванням того, що функцiя V (t) є спадною та обме-

женою для спадаючих значень параметра t, робимо висновок, що iснують наступнi

границi

lim
t→−∞

V
′
(t) = 0, та lim

t→−∞
V (t) = constant < 0, (37)

бiльш того, для будь-якого фiксованого h ∈ R \ {0} має мiсце наступне граничне

спiввiдношення

lim
t→−∞

V (t+ h)
/
V (t) = lim

t→−∞
V (t+ h)

/
lim
t→−∞

V (t) = 1. (38)

Подiливши лiку й праву частини рiвняння (32) на V (t), перейшовши до границi

при t прагнучому до мiнус нескiнченностi, та використавши граничнi спiввiдношення

(37) та (37) отримуємо наступне рiвняння

V
′
(h) = κV (h) + 1. (39)

З рiвняння (39) взявши до уваги граничну умову V (0) = 0, отримуємо

V (x) =
eκx − 1

κ
, для x ∈ R. (40)

Представлення (40) спiвпадає з представленням (30). Отже, повторивши викладки

застосованi до (40), робимо вичсновок, що єдиним допустимим представленням для

функцiї V (x) для наявностi адитивностi швейцарського принципу у випадку ∆ = 1

та κ > 0 є наступне V (x) = αeβx + γ, для min[α, β] > 0.

Перейдемо до розгляду випадку ∆ = 1 та κ = 0. В цьому випадку рiвняння (19)

спрощується до наступного

0 = V (t+ h)− V ′
(t)V (h)− V ′

(h)V (t). (41)

Припустимо, що в зазначеному випадку функцiя V (t) є обмеженою знизу для спа-

даючих значень параметра t. Якщо так, то завдяки позитивностi першої похiдної

функцiї V (x) та граничнiй умовi V (0) = 0 iснують границi

lim
t→−∞

V
′
(t) = 0, lim

t→−∞
V (t) = constant < 0, та lim

t→−∞
V (t+ h)/V (t) = 1, (42)
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для будь-якого фiксованого h ∈ R \ {0}. Подiливши лiву й праву частину рiвняння

(41) на V (t) перейшовши до границi при t прагнучому до мiнус нескiнченностi та

використавши граничнi спiввiдношення (42), отримуємо

V
′
(h) = 1, для всiх h ∈ R \ {0}. (43)

Тотожнiсть (43) протирiчить першiй з границь в (42). Тобто, як бачимо, припущення

обмеженостi знизу функцiї V (t) для спадаючих значень параметра t приводить до

протирiччя, а тому має мiсце наступне граничне спiввiдношення

lim
t→−∞

V (t) = −∞. (44)

Так як ми аналiзуємо граничну поведiнку рiвняння (41) у випадку коли параметр t

прагне до мiнус нескiнченностi, то для довiльного фiксованого h ∈ R\{0}, без втрати

загальностi, для зручностi викладок ми припускатимемо, що t < min[0, h]. Взявши

до уваги це зауваження, робимо висновок, що у випадку h > 0 справедливi наступнi

нерiвностi t < t+ h < h. Тому, завдяки опуклостi вниз функцiї V (·), отримуємо для

довiльного θ ∈ [0, 1]

V (θt+ (1− θ)h) ≤ θV (t) + (1− θ)V (h). (45)

Пiдставивши θ = t/(t− h) в нерiвнiсть (45), отримуємо

V (t+ h) ≤ t

t− hV (t)− h

t− hV (h). (46)

Звернемо увагу на те, що, для довiльного фiксованого h > 0,

t

t− hV (t)− h

t− hV (h) ∼ V (t), при t→ −∞, (47)

тут позначення g1(x) ∼ g2(x), при x→ −∞, значить limx→−∞ g1(x)/g2(x) = 1.

Так як для h > 0 має мiсце нерiвнiсть V (t+h) > V (t), то з рiвняння (46) слiдують

наступнi нерiвностi

V (t) < V (t+ h) ≤ t

t− hV (t)− h

t− hV (h). (48)

Перейшовши до границi при t прагнучому до мiнус нескiнченносi в нерiвностях

(48), та використавши граничне спiввiдношення (47), приходимо до наступного ви-

сновку

lim
t→−∞

V (t+ h)

V (t)
= 1, для всiх h > 0. (49)

У випадку h < 0, припускаючи, з метою проведення асимптотичного аналiзу, без

втрати загальностi, що t < h, як наслiдок ми отримуємо наступнi нерiвностi t +

h < t < h. Тому, приймаючи до уваги опуклiсть вниз функцiї V (·), для довiльного

θ ∈ [0, 1] має мiсце нерiвнiсть

V (θ(t+ h) + (1− θ)h) ≤ θV (t+ h) + (1− θ)V (h). (50)
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Пiдставивши θ = (t − h)/h в (50), та взявши до уваги те, що V (t + h) < V (t) для

h < 0, отримуємо наступнi нерiвностi

V (t) > V (t+ h) ≥ t

t− hV (t)− h

t− hV (h). (51)

Звернемо увагу на те, що для довiльного фiксованого h < 0,

t

t− hV (t)− h

t− hV (h) ∼ V (t), при t→ −∞. (52)

Перейшовши до границi при t прагнучому до мiнус нескiнченностi в (51) та вико-

риставши граничне спiввiдношення (52), отримуємо

lim
t→−∞

V (t+ h)

V (t)
= 1, для всiх h < 0. (53)

Так як V
′
(t) є незростаючою функцiєю для спадаючих значень параметра t, то,

приймаючи до уваги V
′
(0) = 1 та V

′
(t) > 0 використовуючи (44) отримуємо наступне

граничне спiввiдношення

lim
t→−∞

V
′
(t)

V (t)
= 0 (54)

Подiливши обидвi частини рiвняння (41) на V (t), перейшовши до границi при t

прагнучому до мiнус нескiнченностi, використавши граничнi спiввiдношення (49),

(53), (54), та взявши до уваги неперервнiсть функцiї V
′
(·) в нулi, приходимо до

висновку

V
′
(x) = 1, для x ∈ R. (55)

Представлення (55) спiвпадає з представленням (23), тому повторивши викладки

проведенi для (23), робимо висновок, що єдиним допустимим представленням для

функцiї V (x) у випадку адитивного швейцарського принципу при ∆ = 1 та κ = 0 є

наступне V (x) = ax+ b, для a > 0.

Це завершує доведення теореми 1. �

Покажемо тепер, що для будь-якого фiксованого значення параметра ∆ ∈ [0, 1],

швейцарський принцип страхового оцiнювання спiвпадає з нетто принципом тодi й

лише тодi, коли V (x) = ax+ b, для a > 0, та спiвпадає з експоненцiйним принципом

(з параметром β) тодi й лише тодi, коли V (x) = αeβx + γ, для min[α, β] > 0.

Для цього нам знадобиться наступна нерiвнiсть

πексп.(β)[X] =
1

β
log(E[eβX ]) ≥ 1

β
log(eβ E[X]) = E[X] = πнетто[X]

i бiльш того, строга рiвнiсть в нерiвностi E[eβX ] ≥ eβ E[X] з’являється тодi й лише

тодi, коли P{X = C} = 1 для деякої сталої C ∈ R. Отже, взагалi кажучи, нетто

принцип не є частковим випадком експоненцiйного принципу, i навпаки.

Припустимо тепер, що для деякого фiксованого значення параметра ∆ ∈ [0, 1]

та деякої функцiї V (x), вiдмiнної вiд експоненцiйної функцiї, швейцарський принцип
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страхового оцiнювання буде еквiвалентним експоненцiйному принципу. Тодi, завдяки

адитивностi експоненцiйного принципу, такий метод страхового оцiнювання мусить

бути адитивним. Проте, як щойно було показано в межах доведення теореми 1, для

фiксованого значення параметра ∆ ∈ [0, 1], швейцарський принцип страхового оцi-

нювання володiє властивiстю адитивностi тодi й лише тодi, коли V (x) = ax + b, для

a > 0, або V (x) = αeβx + γ, для min[α, β] > 0. Тут випадок V (x) = ax + b, для

a > 0, вiдповiдає нетто принципу, який, як щойно було показано, не є частковим ви-

падком експоненцiйного принципу. Тобто, як бачимо, вихiдне припущення iснування

функцiї V (x), вiдмiнної вiд експоненцiйної функцiї, яка б для фiксованого значення

параметра ∆ ∈ [0, 1) породжувала б швейцарський принцип еквiвалентний нетто

принципу приводить до протирiччя. Тому, для кожного фiксованого ∆ ∈ [0, 1], ви-

падок V (x) = αeβx + γ, для min[α, β] > 0, дiйсно є єдиним можливим випадком

спiвпадання швейцарського принципу з експоненцiйним принципом.

Користуючись схожою технiкою вiд противного можна показати, що, для кожно-

го фiксованого значення ∆ ∈ [0, 1], випадок V (x) = ax + b, для a > 0, є єдиним

можливим випадком спiвпадання швейцарського принципу з нетто принципом.
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